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Die zahlreichen und vielseitigen seit langer Zeit an- 
gestellten Untersuchungen tiber die ebenen Kurven dritter 
Ordnung von Newton, Maclaurin, Cramer, Plucker, 
Salmon, Cayley, Sylvester, Hesse, Aronhold, Clebsch, 
Poncelet, Chasles, Jonquieres, Moebius, GraBmann, 
Steiner, Cremona, Battaglini u. v. a., denen sicb neuere 
Untersuchungen nacb verschiedenen Richtungen bin an- 
scblieBen von Hart, Em. Weyr, P. Serret, Milinowski, 
Kiipper, Durege, Schoute, Reye, Sturm, Zeuthen, 
Harnacku. a., finden sicb zumeist als Monograpbien in den 
verscbiedensten wissenscbaftlicben Zeitscbriften zerstreut und 
sind bisber nur in wenigen groBeren Werken zusammen- 
gefaBt, welcben die analytiscb-geometriscbe Metbode der Be- 
bandlimg zu Grunde gelegt wird. Dies ist der Fall sowobl 
in dem Werke von G. Salmon: A treatise on tbe bigber 
plane curves (Dublin 1852), deutscb bearbeitet von W. Fiedler: 
Analytiscbe Geometric der boberen ebenen Kurven (Leipzig 
1873), als aucb in dem von H. Durege berausgegebenen 
Werke: Die ebenen Kurven dritter Ordnung (Leipzig 1871), 
obwobl in letzteres mebrfacb aucb syntbetiscbe Betracbtungen 
eingeflocbten sind, wabrend das auf syntbetiscber Gnmdlage 
entwickelte Werk von L. Cremona: Introduzione ad una 
teoria geometrica delle curve piane (Bologna 1862) die 
Kurve dritter Ordnung nur als ein Beispiel fiir die voraus- 
gebende allgemeine Theorie bebandelt. 

Es erscbien wiinscbenswert fiir diejenigen, welcbe zu- 
erst an das Studium der Kurven dritter Ordnung beran- 
treten obne andere Hilfsmittel, als die Bekanntscbaft mit 
den Elementen der syntbetiscben Geometric und den Haupt- 
eigenscbaften der Kegelscbnitte, cine naturgemaB sicb an- 
scblieBende und einbeitlicbe rein syntbetiscbe Darstellimg 
jener boberen geometriscben Gebilde mit ibren bauptsacb- 
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lichsten und charakteristischen Eigenschaften aus den ver- 
schiedenen Erzeugungsweisen derselben abzuleiten, wozu hin- 
reichend Vorarbeiten vorhanden waren. 

Der Versuch einer solchen Darstellung wurde von dem 
Verfasser zuerst in einer Vorlesung an der biesigen Uni- 
versitat gemacht und fiihrte dann zu der voUstandigeren 
Ausarbeitung des vorliegenden Bucbes. Die darin gewon- 
nenen Resultate, welche verschiedenen Zeiten und verschie- 
dehen Urhebem angehoren, sind zum groBen Teil schon 
Gemeingut der Wissenschaft geworden; die weniger bekann- 
ten Quellen, aus welchen die Darstellung schopfte, sind an 
betreffender Stelle angegeben. Eiicksichtlich der etwa feb- 
lenden Litteraturangaben mag auf die oben genannten Werke 
von Salmon, Cremona und Durege verwiesen werden, 
sowie auf die kiirzlich erscbienene historische Monographic 
von Gino Loria: II passato e il presente delle principali 
teorie geometriche (Torino 1887). 

Die Eigenschaften der Kegelschnitte, von welchen 
durchgehends der umfassendste Gebrauch gemacht wird, 
finden sich auseinandergesetzt in dem von dem Verfasser 
herausgegebenen Buche: Jacob Steiners Vorlesungen fiber 
synthetische Geometric, II. Teil, „die Theorie der Kegel- 
schnitte, gestiitzt auf projektivische Eigenschaften" (Zweite 
Auflage, Leipzig 1876); wo auf dasselbe Bezug genommen 
ist, wird es kurz mit „Th. d. K." angefiihrt. Der Gang der 
Untersuchung geht aus der folgenden kurzen Inhaltsangabe 
hervor: 

Der Verfasser beginnt mit der Konstruktion der C^'' 
aus drei Paaren konjugierter Punkte derselben, von welcher 
Clebsch (Math. Ann. Bd. V, S. 422) erklarte, daB „sie an 
Einfachheit das AuBerste leiste" und deren Ursprung bei 
einer ausgearteten C^^^ in den Polareigenschaften des Kegel- 
schnitts sich findet. Aus ihr entspringt die Erzeugung der 
C^^' vermittelst zweier Strableninvolutionen in projektiver 
Beziehung und halb-perspektiver Lage, wodurch eine ge- 
legentliche Bemerkung Steiners bestatigt wird, „daB das 
eigentliche Wesen vieler Eigenschaften der Kurve dritten 
Grades vornehmlich auf der sogenannten Involution beruhe" 
(Crelles Journal fur r. u. a. Math. Bd. 47, S. 6: AUgemeine 
Eigenschaften der algebraischen Kurven). Man gelangt 
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biernach ungezwungen sowohl zu der C^^^ als Tripelkurve 
eines KegelscImittnetzeS; als auch zu den Ghaslesschen 
Erzeugungsweisen .vermittelst Kegelschnittbuschel und Strahl- 
btischel oder zweier Kegelschnittblischel in projektiver Ab- 
hangigkeit und besonderer Lage, da eine Strableninvolution 
auch nur ein Btischel ausgearteter Eegelscbnitte ist. Hieran 
reihen sich verschiedene Konstruktionen der C^^^ aus neun 
willkurlicb und unabhangig voneinander gegebenen Punkten, 
fiowie der Hauptsatz (Schnittpunktsatz), welcher die Be- 
dingung zwischen den neun Durchschnittspunkten zweier 
Kurven 3. 0. enthalt und die Konstruktion des neunten not- 
wendigen Punktes einer Gruppe von neun associierten Punkten, * 
von denen acht willkurlicb gegeben sind. 

Die Tangentenquadrupel aus drei in gerader Linie 
liegenden Punkten der C^^^ liefem eine eigentumliche Kon- 
figuration ihrer Beriihrungspunkte, sowie ihrer Durch- 
scbnittspunkte und zeigen den Salmonscben Satz von dem 
konstanten Werte des Doppelverbaltnisses eines Tangenten- 
quadrupels. 

Die urspriingliche Erzeugung der C^^^ vermittelst zweier 
projektiver Strahleninvolutionen in halbperspektiver Lage 
fiihrt nun zu der Einteilung der C^^^ in ihre zwei Haupt- 
gattungen (die einziigige und die zweiziigige), sowie zu den 
acht verschiedenen Gestalten derselben, von denen drei der 
ersten und fiinf der zweiten Gattung angehoren unter 
Beriicksichtigung der unendlich-entfernten Kurvenpunkte 
(Durege: „Uber die Formen der Kurven dritter Ordnung" 
Borcbardts Journal f. Math. Bd. 75, S. 153). Die Be- 
dingungen fiir die Erzeugung der verschiedenen Gestalten 
der C^^^ werden aufgesucht. Die Betrachtung des Tangenten- 
quadrupels aus einem Kurvenpunkte hatte schon zur ko- 
nischen Polare desselben gefiihrt; die Erweiterung derselben 
zeigt uns das ganze Kegelschnittnetz der konischen Polaren 
fur samtliche Punkte der Ebene und eroffiiet den Einblick 
in die vielfach verschlungenen Polareigenschaften einer C^^^ 
und den Zusammenhang unter den konischen und geraden 
Polaren mit den Polokoniken und dem begleitenden Kegel- 
schnitt. Hier treten auch die metrischen Beziehungen auf, 
welche bei Cremona den Ausgangspunkt bilden, von dem 
er zu den Polareigenschaften der C^^^ gelangt. Die aus- 
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gearteten Kegelschnitte des Netzes der konisclien Polaren 
zeigen uns die Hessesche und Cayleysclie Kurve, deren 
Zusammenhang schon bei der Einftihrung des Kegelschnitt- 
netzes hervortrat. 

Die Hessesche Kurve bietet den unmittelbaren Anlafi 
zur TJntersuchung der Wendepunkte einer C^^\ ihrer Kon- 
figuration und Realitat, sowie der Lagenbeziehung ihrer 
harmonischen Polaren. Den SchluB der Untersuchungen 
bilden einerseits die Steinerschen SchlieBungsprobleme fur 
die C^^\ welche nach dem Vorgange von K tip per und 
Schoute eine synthetische Losung finden, und andererseits 
die von Steiner ohne Beweis angegebenen Eigenschaften 
von mehrpunktig die C^^^ beruhrenden Kegelschnitten. Aus- 
geschlossen von der Betrachtung blieb vorlaufig die Kurve 
dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt, sowie die BUschel 
von Kurven dritter Ordnung. 

Moge die Absicht des Verfassers, den Studierenden die 
vielen schonen Eigenschaften der Kurven dritter Ordnung 
ebienso leicht zuganglich zu machen, wie die der Kegel- 
schnitte, die Zustimmung der Fachgenossen finden, und 
moge zugleich den Preunden synthetisch-geometrischer For- 
schung auf einem noch keineswegs erschopften Arbeitsfelde 
Anregung und Stoff zu eigener TJntersuchung, zur Vervoll- 
standigung und Erweiterung der angestellten Betrachtungen 
dargeboten sein, 

SchlieBlich bleibt mir noch iibrig, meinen Freunden, 
Herm Professor Dr. H. Vogt und Herrn Dr. E. Toeplitz 
fiir die bei der Korrektur mir geleistete Hilfe meinen ver- 
bindlichsten Dank auszusprechen. 

Breslau, im April 1888. 

H. Sohroeter. 
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§ 1. Einleitende Betrachtung. 

1. Man gelangt bekanntlich zur Erzeugung des Kegel- 
schnitts durch zwei projektive Strahlbiischel, indem man 
von einem ausgearteten Kegelschnitt, namlich einem Linienr 
paar, ausgeht in folgender Weise: Seien I und g die beiden 
das Linienpaar bildenden Geraden und nimmt man auf I 
zwei beliebige Punkte 95 und 93i an, welche man durch 
Strahlen mit einem auf g veranderlichen Punkte j verbindet, 
so erhalt man in 95 und 95^ zwei projektive Strahlbtischel 

! 93? I, ! 93.E I 
in perspektiver Lage. 1st die Beziehung derselben durch 
die perspektive Lage festgestellt und wird die letztere als- 
dann aufgehoben, so gelangt man zur Erzeugung des Kegel- 
schnitts. 

2. In ahnlicher Weise kann man von einer ausgearteten 
Kurve dritter Ordnung, welche aus einem Kegelschnitt und 
einer Geraden zusammengesetzt wird, zur Erzeugung der 
allgemeinen Kurve dritter Ordnung gelangen. 

Sei ein Kegelschnitt S^^^ und eine Gerade g gegeben, 
und sei $P der Pol der Geraden g in Bezug auf den Kegel- 
schnitt ^^^\ dann wird aus dem Punkte \) der Geraden ein 
Tangentenpaar an den Kegelschnitt gehen, welches in j und 
Xi beriihren moge; der Strahl | SJt |, welcher bestandig durch 
^ geht, wird die Gerade g in einem Punkte ^^ treffen, 
und bei der Veranderung von t) wird sich sowohl das 
Punktepaar SJ^ als auch das Punktepaar ^^^ verandern, 
ersteres auf dem Kegelschnitt, letzteres auf der Geraden. 
Das Punktepaar ^ ^^ beschreibt bekanntlich eine gerade 

SchrOter, Theorie der ebenen Kurven 3. Ordn. 1 
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Punktinvolution. Das Punktepaar jj^ liefert verbunden 
immer einen durch ^ laufenden Strahl; aach umgekehrt 
bestimmt jeder durch ^ gehende Strahl auf ^^*^ ein Punkte- 
paar EJi, welches entweder reell oder konjugiert-imaginar 
sein kann. 

3. Bekanntlich heiBen je zwei solche Punkte ^ti^ ein 
Paar konjugierter Punkte fiir den Eegelschnitt und be- 
sitzen auBer der involutorischen Eigenschaft auch die^ daB 
wenn irgend ein Punkt D des Kegelschnitts mit ))t)i ver- 
bunden wird, die Strahlen 

i Dt| I und I Ct)i ; 

den Eegelschnitt S^*^ in zwei neuen Punkten jji schneiden^ 
deren Verbindungslinie durch ^ gehen muB. Wir woUen 
auch ein solches Punktepaar fji ein Paar konjugierter 
Punkte nennen. 

4. Werden sie mit irgend einem Punkte des Kegel- 
schnitts verbunden, so bildet das Strahlenpaar 

I ©E !, : ^h I 

eine Strahleninvolution, welche entweder hyperbolisch oder 
elliptisch ist, je nachdem der Punkt 5(5 auBerhalb oder 
innerhalb des Kegelschnitts ^^^ liegt. Jedes Strahlenpaar 
einer solchen Strahleninvolution trifft aber auch die Gerade ff 
in einem Punktepaar ^^^ der vorigen Punktinvolution. 

Hieraus folgt umgekehrt, wenn wir irgend ein Punkte- 
paar t)l)jL auf g und irgend ein Punktepaar jj^ auf ^^> 
nehmen, daB der Schnittpunkt 

auf dem Kegelschnitt ^^^^ liegen muB; folglich muB auch 

der Schnittpunkt , ^ 

(E9n h^)-ii 

auf dem Kegelschnitt St^^^ liegen; und es miissen j und j^ 
Tviederum konjugierte Punkte sein, weil | f^ | und | j^J in 
J und Ji den ^^^^ schneiden. 

5. Femer wissen wir aus den Polareigenschaften des 
Kegelschnitts, daB wenn wir auf S^*^ zwei Punktepaare 
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nehmen, wo (jEj, e'e'i) ■= ^ ist, die beiden ubrigen Diagonal- 
punkte des voUstandigen Vierecks EEiE'e\ 

(U\ hi\)-^i {U\y EiE0 = 9i 

auf g^ der Polare von 5(5, liegen mtissen und ein Paar kon- 
jugierter Punkte sind. 

Femer wissen wir, daB wenn irgend ein Punkt © der 
Geraden g mit dem veranderlichenPaar konjugierter Punkte jJi 
verbunden wird, das Strahlenpaar 

I ®E I, I @Ei I 
eine Strahleninvolution beschreibt, und zwar immer eine 
hyperbolische, weil die beiden Strahlen 

: g und I ©^ I 

barmonisch getrennt werden durcb das Strahlenpaar 

I @j I und I ©El |. 

Ein solcbes Strahlenpaar schneidet den ^^^^ allemal in einem 
neuen Paar konjugierter Punkte. 

6. Diese bekannten Polareigenschaften aus der Theorie 
der Kegelschnitte zeigen uns fur die besondere Kurve dritten 
Grades, welche in einen Kegelsehnitt und eine Gerade aus- 
geartet ist, wie dieselbe aufgelost wird in eine unendliehe 
Menge Ton Paaren konjugierter Punkte, welche verteilt 
liegen teils auf dem Kegelsehnitt, teils auf der Geraden- 
aus irgend zwei Punktepaaren, mogen sie der einen oder 
der andem Gruppe angehoren, jj^ und \)t)i, folgt allemal 
durch kreuzweises Verbinden ein drittes Punktepaar 

(E9, Mi)-h (E9i; Ei9)--Si; 

zwei konjugierte Punkte auf dem Kegelsehnitt haben alle- 
mal die Eigenschaft, da6 ihre Tangenten sich in einem 
Punkte der Geraden schneiden. 

Jeder Punkt sowohl des Kegelschnitts wie der Geraden 
sendet nach samtlichen Paaren konjugierter Punkte Strahlen- 
paare, welche einer und derselben ihm zugehorigen Strahlen- 
involution angehoren. 

1* 
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Da durcli zwei Strahlenpaare eine Strahleninvolution 
YoUstandig bestimmt ist, so erscheint imsere Kurve dritter 
Ordnung (7^*) - [S^^^^f] als der Ort solcher Punkte X in 
der Ebene, welche nach drei Punktepaaren, die imabliangig 
voneinander gegeben sind, Strahlenpaare einer Involution 
senden. (Wir nennen drei Punktepaare unabhangig von- 
einander^ die nicbt die drei Paar Gegenecken eines voU- 
standigen Vierseits sind.) ^ 

7. Nehmen wir die zu zwei konjugierten Punkten DD^ 
zugeborigen Strahleninvolutionen, so lassen sich dieselben 
in Abhangigkeit voneinander setzen dadurch, daQ wir immer 
zwei solcbe Strahlenpaare der beiden Involutionen einander 
entsprechen lassen, welche nach demselben Paar konjugierter 
Punkte EJi hingehen. Das Gesetz dieser Abhangigkeit tritt 
schon hier hervor und wird spater naher untersucht werden; 
die Kurve C'8> erscheint dann als das Erzeugnis der beiden 
Strahleninvolutionen. 

§ 2. Erzeugung der C(^> durch Punktepaare. 

1. Nach der vorigen Betrachtung bietet sich jetzt die all- 
gemeinere Aufgabe dar: 

Es sind drei Punktepaare 

in der Ebene beliebig gegeben (welche nicht die drei 
Paar Gegenecken eines und desselben vollstandigen 
Vierseits sind); es soil ein Punkt X von der Beschaf- 
fenheit gesucht werden, da6 die drei Strahlenpaare 

|XSl| IXSIJ, 1X95 I IX93J, |X6| |Xej 

einer und derselben Strahleninvolution angehoren. 
Punkte von der verlangten Beschaffenheit lassen sich zu- 
nachst in groBer Menge ermitteln. 
Nimmt man den Schnittpunkt 

so besitzt er offenbar die geforderte Eigenschaft, denn von 
ihm aus gehen zwei Strahlenpaare, die identisch in eines zu- 
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sammenfallen^ nach 91 und §[^^ nach S und S3i; das Strahlen- 
paar nach @) und ^^ ist also ein zweites^ welches zur Bestim- 
mung der Strahleninvolution notwendig imd hinreichend ist. 

2. In gleicher Weise geniigt der Schnittpunkt 

(9(95,, «,») 

der geforderten Bedingnng, und hierzu treten noch die vier 
Punkte: 

Nennen wir die beiden neuen Punkte 

(3193, 91x95,) - S), (9195,, 91,95) = 2)„ 

so sind 9191,, 9395,, ©3), die drei Paar Gegenecken eines 
voUstandigen Vierseits; sie erscheinen also von jedem 
Punkte der Ebene aus gesehen unter drei Strahlenpaaren 
einer Involution, daher wird der Schnittpunkt 

(S)S, 3),(£,) = @ 

auch der geforderten Bedingung geniigen, nach 9191,, 95S8„ 
©S, Strahlenpaare einer Involution zu senden, Aus dem- 
selben Grunde geniigt auch der Schnittpunkt 

(se,, s),e)«@, 

der geforderten Bedingung. 

Da aber S®,, 3)5D,, @@, die drei Paar Gegenecken 
eines voUstandigen Vierseits sind, nach welchen jeder Punkt 
der Ebene Strahlenpaare einer Involution sendet, da femer 
auch 9191,, 9595,, 2)2), die drei Paar Gegenecken eines andern 
voUstandigen Vierseits sind, so muS ein solcher besonderer 
Punkt, welcher nach 9191,, 9595,, ©S, Strahlenpaare einer 
Involution sendet, auch nach 2)2), und 6@, Strahlenpaare 
derselben Involution senden. Wir konnen also als Bedingung 
fUr die gesuchten Punkte der Ebene die urspriingliche For- 
derung dahin umandem, da6 wir verlangen Punkte zu er- 
mitteln, welche nach 9l9t„ 9595,, 6®, oder nach 9191,, SS, 
®e, Oder nach 9l9l„ 6©,, 2)2), oder nach 9595,, ©©, 
@@, u. s. f. Strahlenpaare einer Involution senden, indem 
vnr immer nur solche drei Punktepaare wahlen, welche 
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nicht die drei Paar Gegenecken eines voUstandigen Vierseits 
sind, weil fiir diese die Bedingimg von selbst erfuUt wird. 

3. Wir konnen hiemach auch die Punktepaare 
und 

(e 21, e, 21,) « ®, (© 2r„ e, 2i) « &, 

bestimmen und erkennen, da6 solche Punkte 3£ in der Ebene, 
welche nach 21 21,, 93 S,, S6, Strahlenpaare einer Involution 
senden, auch nach 2)S)i, 5i5n ®®i Strahlenpaare derselben 
Involution senden mtissen. 

Wir konnen also an Stelle der urspriinglichen drei 
Punktepaare 2l2li, 93 S,, ©©i drei neue Punktepaare S)S)i, 
55i; ®®i setzen; ein Punkt X, welcher der geforderten 
Bedingung geniigt, mu6 auch der neuen Forderung der 
Aufgabe geniigen. 

4. DaB die ursprtinglich gegebenen Punkte 2l2li, 93 93,, 
6©, selbst der Forderung fiir den Punkt X geniigen, ist 
eo ipso klar; denn nehmen wir fiir X z. B. 21, so bestimmen 
die beiden Strahlenpaare 

I 2193 I und I 2193, I; I 21© I und | 21©, | 

eine Strahleninvolution, in welcher dem fiinften Strahl | 2121, | 
ein bestimmter sechster, durch 21 gehender Strahl konjugiert 
ist; also geniigt 21 der geforderten Bedingung und ebenso 
alle iibrigen gefundenen Punkte. 

5. Durch diese sich endlos fortsetzende netzartige Ope- 
ration* gelangen wir zu immer neuen Punkten und Punkte- 
paaren, welche der geforderten Bedingung geniigen und deren 
Anzahl sich unbegrenzt vermehren lalit. Wir konneH dem- 
gemaB durch bloBes fortgesetztes Ziehei^ von geraden 
Linien in unendlicher Menge diskret gelegene Punkte 3£ 
des gesuchten Ortes ermitteln und uns schon dadurch ein 
Bild machen von dem Verlaufe der Punkte 3£. Da hierbei 
die Punkte immer paarweise auttreten, X und 3£, , so woUen 
wir jedes solches Paar „konjugierte Punkte" des Ortes 



* Vergl. A. Clebsch: „Ober zwei Erzeugangsarten der ebenen 
Kurven dritter Ordnung", Math. Annalen, Bd. V, S. 422. 
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nennen, wie S)®i, ®@i, 5 Si; ®®i ii- s. w. (wir werden so- 
gleich die charakteristische Eigenschaft eines Paares kon- 
jugierter Punkte kennen lemen). Wir sind zu dieser Be- 
nennung berechtigt, weil die beiden konjugierten Punkte 
eines Paares untereinander vertauschbar sind wegen der 
Vertauschbarkeit konjugierter Strahlen einer Strahlen- 
involution. 

Wir sehen femer aus dem obigen ProzeB, daB jeder 
Punkt dc des gesucbten Ortes die Eigenscbaft besitzen mu6, 
nicht blo6 nach 3(21^, 93 SS^, ©S^, sondem nach samtlichen 
Paaren konjugierter Punkte, welche durch die obige Konstruk- 
tion gefunden werden, Strahlenpaare einer und derselben 
Strahleninvolution zu senden. Wir nennen diese Strahlen- 
involution die dem Punkte 3£ zugeborige Strahlen- 
involution, welcbe schon durch zwei Strahlenpaare be- 
stimmt wird, von der wir aber weitere in beliebiger Menge 
herstellen konnen. 

6. Haben wir in der angegebenen Weise irgend ein 
Paar konjugierter Punkte des Ortes 

X und X^ 

ermittelt, so wird die zu X zugeborige Strahleninvolution 
z. B. durch die Strahlenpaare 

I XSl I und I XSl, I; I X93 ! und I dl^, \ 

bestimmt; ziehen wir nun den funften Strahl 

I ^^i I; 

so mu6 sein konjugierter Strahl in der Strahleninvolution 
von 3£ aus durch den zu dc^ konjugierten Punkt gehen; 
dieser ist aber X selbst, also wird dieser sechste Involutions- 
strahl I dcX \ die Tangente des gesucbten Ortes in dem 
Punkte 3£. 

7. Wir sind hiernach im stande in jedem Punkte des 
gesucbten Ortes die Tangente zu konstruieren, indem wir 
zu funf bekannten Strahlen einer Strahleninvolution den 
sechsten Involutionsstrahl ermitteln, was bekanntlich in 
linearer Weise geschehen kann. 
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Bezeichnen wir die Sehnittpunkte 

(ab, 2195) = §, (9lb, 93a) ^X^, 
(aft, 3li950«gi, (Sl^a, 95ib) «« X, 

so ist I XS I — ^ die Tangente in X und | X^Si | = ^i <Ji® 
Tangente in X^y denn die drei Paar Gegenecken des voU- 
standigen Vierseits 

:2C6!, |5I»|, I a» I, I ab I 

werden von X aus unter einer Stralileninvolution gesehen^ 
und ebenso werden die drei Paar Gegenecken des voU- 
standigen Vierseits 

I ^i(^ \> I SliS, I, I b95, I, I ba | 

von dci aus unter einer Strahleninvolution gesehen. 

Nennen wir den Schnittpunkt der beiden Tangenten t 
und tj^ in den konjugierten Punkten dc und X^ 

so erkennen wir sofort die charakteristische Eigenschaft 
eines Paares konjugierter Punkte. Denn zwischen irgend 
funf Punkten: X X 51 31 S 

gilt immer die identische Beziehung unter den Doppel- 
verhaltnissen*: 

1) XLSli^.XiS:] . X, [^,^,%dc] . % [2l,95iXXJ « 1. 

Ebenso zwischen den fiinf Punkten: 

X Xi X 31 93 
die identische Beziehung 

2) X [3193X^3:] . X, [31932;X] . 3:[3193XXJ - 1. 

* Der Nachweis fiir die MCbiussche Beziehung (Barycentr. 
Kalkiil S. 267) kann so gefiihrt werden: 

Sind a, b, c, b, e irgend fiinf Punkte in der Ebene, und bezeichnet 
man die Sehnittpunkte 

(be, bc) = ai, (ca, be) = bi, (ah, be) = Ci, 

80 gilt fiir die fiinf Punkte der Geraden | be | die bekannte Identitat 
zwischen den Doppelverhaitnissen 

(beb^ej . (beeitt,) . (bcaibi) = 1. 
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Wegen der beiden den Punkten dc und dc^ zugehorigen 
Strahleninvolutionen haben wir aber: 

daher ergiebt sich aus den Beziehungen 1) und 2) die dritte: 

3:[9l95X3ej«3;[St,S8,X,X], 

woraus folgt, daB die drei Strahlenpaare 

j SSI I und I XSl, I, I 293 I und | 285, |, \%dc\ und | %dc, \ 

einer Strahleninvolution angehoren, also der Punkt % dera 
gesuchten Orte angehoren mu6, Wir schlieBen hieraus: 

Die Tangenten in zwei konjugierten Punkten des 
Ortes haben ihren Schnittpunkt selbst auf dem Orte. 

Dies ist die charakteristische Eigenschaft fiir zwei kon- 
jugierte Punkte des Ortes. 

8. DaB der gesamte Ort aller Punkte X von der verlangten 
Beschaffenheit eine Kurve dritter Ordnung C^^- sein wird, 
geht schon daraus hervor, daB wir unzahlig viele gerade 
Linien finden konnen, deren jede drei Punkte des Ortes 
enthalt. Der Nachweis, daB auf jeder beliebigen Geraden 
in der Ebene im allgemeinen drei Punkte des Ortes ent- 
halten sind, wird spater geliefert. 

Zunachst konnen wir noch auf jeder Verbindungslinie 
zweier konjugierter Punkte, z. B. auf | 3l3li j noch einen 
dritten Punkt des Ortes ermitteln; denn ware ein solcher 
irgendwo auf | SlSl^ | vorhanden, so muBte fiir die ihm zu- 
gehorige Strahleninvolution der Strahl | 2121^ | ein Doppel- 
strahl sein; die Involution selbst mfiBte also eine hyperbolische 
sein und die beiden Doppelstrahlen mtiBten jedes Paar kon- 
jugierter Strahlen harmonisch trennen. Ziehen wir also 



Projizieren wir nun diese drei Doppelverhaltnisse, das erste von a, 
das zweite von B, das dritte von c aus, so erhalten wir die Doppel- 
verhaltnisse der drei Strahlbiischel 

a[bebc]. b[bcca]. c[beaB] = l, 

wo a [be be] das Doppelverhaltnis der vier Strahlen |ab|, !ae|, jabl, 
i ac I bedeutet u. s. w. 
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I aSSBi I und suchen zu dem Schnittpunkt (?(2li, 95 SS^) den 
zugeordneten vierten harmonisclien Punkt riicksichtlich des 
andem Paares SSSSj, so mfiBte durch diesen vierten har- 
monisclien Punkt der zweite Doppelstrahl hindurehgehen. 
Machen wir dasselbe mit dem Punktepaar SS,, suchen also 
zum Schnittpunkt (3l?li, ®®i) den zugeordneten vierten 
harmonischen Punkt riicksichtlich des Paares ©S^, so miiBte 
auch durch diesen der zweite Doppelstrahl der gesuchten 
hyperbolischen Strahleninvolution hindurehgehen. Die Ver- 
bindungslinie der beiden gefundenen vierten harmonischen 
Punkte triflFfc also | SlSli | in einem Punkte Sj, welcher offen- 
bar dem Orte angehort und der gesuchte dritte Schnittpunkt 
der Geraden | 3121^ | mit der Ortskurve ist. 

Wir haben zugleich die dem Punkte %^ zugehorige hyper- 
bolische Strahleninvolution gefunden, deren einer Doppelstrahl 
I ^21 J ist. Auf dem andern Doppelstrahl miissen daher samt- 
liche vierte harmonische Punkte liegen, die in gleicher Weise 
ftir jedes Paar konjugierter Punkte XXj konstruiert werden, 
wie vorhin fur 95 S^ und SEj. Wir erhalten dadurch den Satz: 

Die festgehaltene Verbindungslinie zweier kon- 
jugierten Punkte | 2131^ | wird von samtlichen Ver- 
bindungslinien | XXj | eines veranderlichen Paares 
konjugierter Punkte in Punkten getroffen, zu 
welchen die zugeordneten vierten harmonischen 
Punkte riicksichtlich des Paares XX^ ermittelt 
werden; diese vierten harmonischen Punkte liegen 
samtlich auf einer geraden Linie /, die j 3121^ | in dem 
•dritten Schnittpunkt der Verbindungslinie | 2l2li | 
mit der Ortskurve trifft. 

9. Ist auf diese Weise der Punkt 2^^ gefunden, so er- 
halten wir seinen konjugierten Punkt % dadurch, da6 wir 
in der Strahleninvolution, welche durch die Strahlenpaare 

I 2195 I und I 2l95i |, | 21© | und | 216, | 

bestimmt Avird, den konjugierten Strahl zu | 2lS£i | ^ i 2121, f 
ermitteln, d. h. die Tangente in 21 oder | 21 3^ |; zweitens 
wird in der durch die beiden Strahlenpaare 
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I Sl,93 I und I 2li93, |, | 31^6 | und | ^,^, \ 

bestimmten Strahleninvolution der konjugierte Strahl zu 
I SliSi I IE I a^Sl I ermittelt, d. h. die Tangente in Sl^ oder 
I Sl,X I; der Schnittpunkt % der beiden Strahlen \%%\ und 
I Sljl I ist der gesuchte konjugierte Punkt zu Z^. 

Wir finden also das vorige Resultat (7.) wieder und 
erganzen es: 

Der Schnittpunkt der beiden Tangenten in zwei 
konjugierten Punkten des Ortes liegt selbst auf 
dem Orte und ist der konjugierte Punkt zu dem 
dritten Schnittpunkt, in welchem die Verbindungs- 
linie der beiden konjugierten Punkte der Ortskurve 
noch begegnet. 

Diesem dritten Schnittpunkte gehort allemal eine hyper- 
bolische Strahleninvolution zu, deren einer Doppelstrahl (2l3li | 
ist, wahrend der andere Doppelstrahl I alle jene oben kon- 
struierten vierten harmonischen Punkte enthalt (8). 



§ 3. JBrzeugung der C^^^ durch zwei StrahleniuYOlntionen 
in projektiver Beziehung und halbperspektirer Lage. 

1. Wir haben bis jetzt Punkte und Punktepaare der 
Kurve C^^' in beliebig groBer Menge ermittelt, aber jedes 
neugefundene Punktepaar liegt infolge des angewendeten 
Prozesses getrennt von den friiheren Paaren; wir erhalten 
daher immer nur diskret liegende Punkte der Ortskurve, 
in denen wir auch die Tangenten konstruieren konnen; es 
fehlt uns aber noch eine Konstruktion, welche den kontinuier- 
lichen Verlauf der Punkte der Ortskurve C^^^ zu veranschau- 
lichen vermag. Hierzu fiihrt uns folgende Betrachtung: 

Schneiden sich die Verbindungslinien der beiden Paare 
konjugierter Punkte 3(2li und XX^ in dem Punkte 

(3l3l„ XXJ-E 

und sei jj der zu j zugeordnete vierte harmonische Punkt 
riieksichtlich des Paares X3£j, also der Wert des Doppel- 
verhaltnisses 
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so lauft, wie wir wissen (§ 2, 8), bei Verandemng desr 
Paares XX^ der Punkt 5, auf einer Geraden I und beschreibt 
eine gerade Punktreihe; die beiden Strahlen 

IStsJ und ISljjJ 

beschreiben also zwei perspektiv liegende Strahlbiischel, 
wahrend die Strahlenpaare 

I SIX I, I 5l9e, I und I 2l,X |, | 31,$^ | 

die beiden den Punkten 31 und Sl^ zugehorigen Strahlen- 
involutionen beschreiben. 

Die yon dem Strahlenpaare | SIX |, | SIX^ | beschriebene 
Strahleninvolution steht aber in engem Zusammenhange mit 
dem von dem einfachen Strahl | Slji | beschriebenen Strahl- 
buschel; namlich | Slj:^ | ist allemal der zu | SlSl^^ | zugeordnete 
vierte harmonische Strahl riicksichtlich des Strahlenpaare^ 
I SIX (, I SlXi |. Zu jedem Strahlenpaar der Strahleninvolution 
gehort ein einziger bestimmter Strahl des Strahlbtischels; 
aber auch umgekehrt zu jedem Strahl des Strahlbiischels 
ein einziges bestimmtes Strahlenpaar der Strahleninvolution; 
um dies zu finden^ bedurfen wir nur der bekannten Aufgabe: 
„Fur zwei konzentrisch liegende Strahleninvolutionen (deren 
eine hyperbolisch ist) das gemeinschaftliche Strahlenpaar zu 
finden" (Th. d. K. S. 58). 

Diese Abhangigkeit der beiden Gebilde (der Strahlen- 
involution imd des Strahlbiischels) tritt noch deutlicher her- 
vor durch folgende Hilfskonstruktion: 

Denken wir uns durch 31 einen Kegelschnitt gelegt, 
welcher die Tangente [ SIX | in 31 beriihrt, so durchbohrt jedes 
Strahlenpaar | SIX |, | SIX^ | der Strahleninvolution den Kegel- 
schnitt in dem Punktepaar ^^i, und die Durchbohrungssehne 
\t)t)i\ lauft durch einen festen Punkt ?P, durch welchen 
auch der Strahl | SlSli | hindurchgeht, weil | SIX | und | SlSli | 
ein Strahlenpaar der Involution bilden. Ist p die Polare 
von 5p in Bezug auf den Hilfskegelschnitt und schneidet 
I 5^ J dieselbe in j, so sind tj^i^Pj vier harmonische Punkte, 
folglich iSt^l, |8l^i|, |S15P!, ISljl vier harmonische Strahlen, 
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also auch | SIX I, | SIX^ |, | SlSli U 8lj | solche, mithin geht 
I 8(j I durch E^. Das von I ^^i | beschriebene Strahlbiischel (^) 
liegt mit dem von I Slji | beschriebenen Strahlbiischel per- 
spektiv (der perspektive Durchschnitt ist p), und nun liefert 
jeder Punkt j der Geraden p entspreohende Elemente der 
beiden Gebilde, namlich den Strahl | Slj | = | Slji | des Strahl- 
bfischels und das Strahlenpaar | Sl^ j^ \^^i\ ^^^^ ^^^ ^^^' 
selbe ist | SIX |, | S13EJ der Strahleninvolution. 

Wir reduzieren durch diese Hilfskonstruktion die Strahlen- 
involution [91] auf ein einf aches Strahlbiischel (?P), welches 
immer mit dem von | Slji | beschriebenen Strahlbiischel pro- 
jektiv ist, wie wir auch den Hilfskegelschnitt wahlen mogen. 
Wir nennen demgemaB auch zwei Strahleninvolutionen pro- 
jektiv, wenn die Strahlbiischel, auf welche sie reduziert 
werdftn konnen, projektiv sind. 

Nehmen wir daher die beiden den Punkten % und Sl^ 
zugehorigen Strahleninvolutionen, so sind die Reduktions- 
biischel derselben mit den von | Stji | und 1 9liEi| beschriebenen 
Strahlbiischeln projektiv, und da diese perspektiv liegen, weil 
Ji auf der Geraden I sich bewegt, so sind die beiden Strahlen- 
involutionen [SI] und [SIJ selbst projektiv. 

Durch diese projektive Beziehung der beiden Strahlen- 
involutionen wird jedem Strahlenpaar der einen ein einziges 
bestimmtes Strahlenpaar der andem zugeordnet, und solche 
entsprechende Strahlenpaare schneiden sich nicht bio 6 in 
dem einen Punktepaar XX^, sonderh gleichzeitig noch in 
einem zweiten Punktepaar ^^i, welche beide als konjugierte 
Punkte dem Orte angehoren. Da6 das zweite Punktepaar ^^^ 
auch ein Paar konjugierter Pimkte der Ortskurve ist, folgt 
aus der Vierseitskonstruktion (§ 2). 

2. Die beiden projektiven Strahleninvolutionen [SI] und 
[SlJ befinden sich in der eigentiimlichen Lage, daB dem 

d»SlnUU»p«» |S,,a| „nd |8t,S| 

entspricht, weil die beiden perspektiven Strahlbiischel | Stj^ | 
und I SliEil in der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte zwei 
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entsprechende Strahlen vereinigt haben. Es fallen also in die 
Verbindungslinie der Mittelpimkte beider projektiven Strahlen- 
involiitionen von zwei entsprechenden Strahlenpaaren je ein 
Strahl zasammen; wir bezeichnen demgemaB diese Lage als 
halbperspektive Lage der beiden projektiven 
Strahleninvolutionen und konnen nunmehr die Orts- 
kurve C^^^ auffassen als Erzeugnis zweier projektiven Strahlen- 
involutionen in halbperspektiver Lage^ indem immer die 
Durchschnittspunkte entspreehender Strahlenpaare zwei 
Pnnktepaare der Ortskurve C^** liefem.* 

Die C^^^ wird biemach in kontinuierlieher Weise erzeugt, 
indem wir ein Strahlenpaar kontinuierlich die eine Strahlen- 
involution durchlaufen lassen, wodurch auch das entsprechende 
Strahlenpaar kontinuierlich die andere durchlauft. Die oben 
ausgefahrte Hilfskonstruktion vermittelst eines Kegelschnitts^ 
der in 31 und Sl^ die beiden Geraden | SIX | und | SI, 2^ | be- 
riihrt, giebt uns ein bequemes Mittel an die Hand, indem 
wir den veranderlichen Punkt j, die Gerade I kontinuierlich 
durchlaufen lassen, entsprechende Strahlenpaare in b^liebiger 
Menge herzustellen und dadurch die ganze Kurve C^^' in 
ihrem Verlaufe zu konstruieren. 

3. Zu dieser Erzeugung der C"^^ durch zwei projektive 
Strahleninvolutionen in halbperspektiver Lage gelangen wir 
auch auf folgende Weise: 

Gehen wir von den drei Paaren konjugierter Punkte 

SlSli, 8595,, es, 

aus, so konnen wir ein voUstandiges Vierseit bilden aus 
den vier Geraden 

I 956 I, \m,\, |93,(£|, I95.6J 

und die ganze Schar von Kegelschnitten, welche diese vier 
Geraden zu gemeinschaftlichen Tangenten haben. Alle Tan- 
gentenpaare aus einem festen Punkte an die Kegelschnitte 
einer Schar bilden bekanntlich eine Strahleninvolution, der 



* Yergl. des Verfassers Abhandlung: ^t^ber eine besondere EurY& 
dritter Ordnung und eine einfacbe Erzeugungsart der allgemeinen £urY& 
dritter Ordnung*. Math. Annalen, Bd. Y, S. 60flg. 
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insbesondere auch die drei Strahlenpaare angehoren, welche 
von dem festen Punkte nach den drei Paar Gegenecken des 
YoUstandigen Vierseits hingehen (von denen SSSS^ iind SS^ 
zwei Paare sind). 1st nun ^^^^ ein beliebiger Kegelschnitt 
der Schar, so wird das Tangentenpaar aus 81 an denselben 
der Strahleninvolution angehoren, welche durch die Strahlen- 

P^""^ I 3195 I und I 3lS8i I, I SIS I und I 215, | 

bestimmt wird, und das Gleiche gilt von dem Tangenten- 
paar, welches aus SI, an den Kegelschnitt ^*^ geht. Durch 
Veranderung desselben in der Kegelschnittschar erhalten 
wir also in 31 und 3li zwei Strahleninvolutionen, die in der 
Abhangigkeit voneinander stehen, da6 immer entsprechende 
Strahlenpaare Tangentenpaare aus 31 und 31, an denselben 
Kegelschnitt ^^^^ der Schar sind. 

4. Unter den Kegelschnitten der Schar giebt es einen 
und nur einen einzigen, welcher die ftinfte Gerade |3131J 
beruhrt; von den beiden Tangentenpaaren, welche aus 31 und 
SI, an diesen besonderen Kegelschnitt der Schar gehen, fallen 
zwei Strahlen in | 3l3li | zusammen. Die Strahleninvolutionen 
[31] und [31J befinden sich also in halbperspektiver Lage. 
Die beiden Strahleninvolutionen [31] und [3lJ befinden sich 
aber auch in projektiver Beziehung; denn bezeichnen wir 
die Gerade | aSl, | « a, 

so liegen bekanntlich die Pole der Geraden a in Bezug auf 
samtliche Kegelschnitte der Schar auf einer Geraden a, und 
bilden eine gerade Punktreihe jj, welche zu den Kegelschnitten 
der Schar in projektiver Abhangigkeit steht. 1st also £, der 
Pol von a in Be^g auf ^^\ so liegt E, auf o, und das Tan- 
gentenpaar aus 31 an ^*^ wird harmonisch getrennt durch 
das Stahlenpaar | 3131J « a und | Slfi |. Durchlauft t<2) die 
Kegelschnittschar, so durchlauft j, die gerade Punktreihe 
auf a,, und | 31e, | beschreibt ein einfaches Strahlbtischel, 
welches projektiv ist mit der Strahleninvolution, die von 
den Taugentenpaaren aus 31 an die Kegelschnitte der Schar 
gebildet wird (3.). Das Gleiche gilt von der Strahlen- 
involution far Sli, und da die beiden von 
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I SIei I und I SliJi I 

beschriebenen StrahlbUschel perspektiv liegen, so stehen 
auch die beiden Involutionen [81] und [SlJ in projektiver 
Beziehung. 

Das Erzeugnis dieser beiden Strahleninvolutionen [21] 
und 1%^] in projektiver Beziehung und halbperspektiver 
Lage ist nun in der That unsere Kurve C^^^; denn sei 

das Tangentenpaar aus 21 an ^'^^: t und t\ 

„ St, „ mh t, und t\ 

und bezeichnen wir die Schnittpunkte 

{t't[) = iii„ (<,o-D., 

so gehen aus X zwei Strahlen t und t^ nach 21 und 2li, 
die der Strahleninvolution angehoren, welche durch die 
Strahlenpaare 

I X95 I und I 3£»i |, | 3£6 | und | H^, \ 

bestimmt wird; es genugt also X den Forderungen der Auf- 
gabe (§ 2, i.) und ebenso X^, ^ und ^j; diese Punkte gehoren 
also dem gesuchten Orte C^^^ an. 

Die Gerade a^ ist nichts anderes als die von uns friiher 
mit I bezeichnete Gerade (§ 2, 8.), welche die projektive 
Beziehung der beiden Strahleninvolutionen [21] und \%^ 
vermittelt. 

Wir konnen also folgenden Satz aussprechen: 

Wenn man eine Kegelschnittschar von vier ge- 
meinschaftlichen Tangenten | 33® |, | 83®, |, | Si© |, | Sd,^^ \ 
hat, und man legt von zwei festen Punkten (2t und 
21,) jedesmal die Tangentenpaare an einen und den- 
selben Kegelschnitt der Schar, so durchschneiden 
sich dieselben in zwei Punktepaaren, deren gesamter 
Ort far alle Kegelschnitte der Schar eine C^^> ist. 

Was hier fUr die beiden Mittelpunkte 21 21^ der er- 
zeugenden Strahleninvolutionen nachgewiesen ist, gilt in 
gleicher Weise fiir irgend ein Paar konjugierter Punkte. 
Es kann also dieselbe Kurve C^^^ in der mannigfachsten 
Weise erzeugt werden, indem man immer nur ein Paar 
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konjugierter Punkte als Mittelpunkte erzeugender Strahlen- 
involutionen wahlt und dieselben herstellt. Dies entspricht 
der Erzeugung des Kegelschnitts durch zwei projektive Strahl- 
buschel, deren Mittelpunkte man beliebig auf dem Kegelschnitt 
wahlen kann. Hier ist die Wahl der Mittelpunkte dadurch 
beschrankt, da6 ihre beiden Tangenten sich in einem Punkte 
der Kurve selbst schneiden miissen. 

5. Was wir bisher fiir einzelne Punkte und Punktepaare 
unsers Ortes erkannt haben, gilt jetzt fiir jeden beliebigenPunkt. 
Denn seiX ein beliebigerPunkt des Ortes, weleher also dieEigen- 
schaft besitzt, nach 2l5li, 9393i, ®®i ^^^^ Strahleupaare einer 
Involution zu senden, dann giebt es nur einen einzigen be- 
stimmten Kegelschnitt ^^^\ der die fiinf Tangenten hat 

\m\, \m,\, |S8,6!, 195,6,1, |SC3£|, 

und dieser Kegelschnitt ^^^^ mufi auch die Gerade | SliX | 
beriihren, wegen der involutorischen Eigenschaft von 3£. 
Aus 31 und 31^ gehen aber an ^^^ noch zwei andere Tan- 
genten auBer | 313£ | und | Sli3£ |; jene beiden schneiden sich 
in $1, einem neuen Punkte der Ortskurve, und das Punktepaar 

X und Xi 

ist ein Paar konjugierter Punkte der C^^^ in dem friiheren 
Sinne und mit der charakteristischen Eigenschaft, daB nun- 
mehr ein beliebiger Punkt 5p der G(^J nach X und X^ ein 
Paar konjugierter Strahlen derjenigen Strahleninvolution 
senden wird, unter weleher die drei gegebenen Punktepaare 
SlSli, 9595,, Se, erscheinen. 

In der That, der Kegelschnitt ^(^^, weleher durch die 
fiinf Tangenten | 95© |, | 95©, |, | 95,6 |, | 95^6, [, | SIX | be- 
stimmt wird, bertihrt auch | Sl,3£ |, | 313£, j, | SliX, |, hat also 
acht Tangenten. Wenn 5p ein beliebiger Punkt der C^^^ ist, 
so sendet er nach 3131,, 9595,, 6Si drei Strahlenpaare einer 
Involution, welche schon durch zwei Strahlenpaare bestimmt 
wird. Dieser Involution muB das Tangentenpaar aus ^ an 
^^^^ angehoren, also wird die Strahleninvolution [5^] durch 
dies Tangentenpaar und das Strahlenpaar | ^31 1, | $31, 
bestimmt; folglich muB ihr auch das Strahlenpaar 

SohrOter, Theorie der ebenen Kurren S. Ordn. 2 
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angehoren, denn dasselbe gehort einer Involution an, die 
von alien Tangentenpaaren an die Kegelschnitte einer Schar 
gebildefc wird, welche die vier gemeinschaftlichen Tan- 
genten hat 

|13e|, I313EJ, |3t.3e|, \n,3c,\; 

zu diesen Kegelsehnitten gehort aber ^^-\ Ebenso ist auch 

(SIX, Sl^Xi)-?) und (3lSi, 3ti3e) = ?)i 

ein Paar konjugierter Punkte der C^'^K 

Wir haben hierdurch eine Bedingung zwischen vier 
(beliebigen) Paaren konjugierter Punkte gefunden, die sich 
folgendermafien aussprechen laBt: 

Hat man irgend vier Paare konjugierter Punkte 
einer C^^^ ermittelt 

3l9ti, 93«„ Se„ ®S), 

und zieht die Verbindungslinien 

I S193 I, I 3193,1, I 2li95 |, | St^aSi |, 

IS® I, |es)j, |e,2)|, ie,®j, 

so beriihren diese acht Geraden einen und denselben 
Kegelschnitt ^(*>. 

6. Wir haben gesehen, daB es auf C^^^ zu jedem Punkte X 
einen einzigen bestimmten konjugierten Punkt dc^ giebt, wie 
derselbe gefunden wird, und daB irgend ein Punkt ^ der 
C^^> mit X und X, verbunden zwei Strahlen liefert, welche 
der G'^^^ in einem neuen Paare konjugierter Punkte 2) und 
3)i begegnen. 

Man kann also durch Festhalten eines Paares kon- 
jugierter Punkte 3£3£i und durch Veranderung des Punktes ^ 
auf G^^^ samtliche Paare konjugierter Punkte in kontinuier- 
licher Weise erhalten. Schneidet | ^X | die C^^^ zum dritten 
Mai in ?) und | ^X, | in ?),, so ist 

(X2)„X,?)) = ^, 

der konjugierte Punkt zu 
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Wenn wir von dem voUstandigen Vierseit, dessen drei 
Paar Gegenecken XXj, ?)?)i, ^^i sind, das Paar Xdc^ fest- 
halten, den willkurlichen Punkt ^ der C^^^ aber so ver- 
andern, daB er in den dritten Schnittpunkt der Verbindungs- 
linie | XXj | mit der C^^^ hineinriickt, dann wird ^ nach dc^ 
tind ?)i nach X gelangen, also werden |g)XJ und Ig)^^! 
die Tangenten der C^^^ in den beiden konjngierten Punkten S 
Tind Xj werden, folglich wird der Punkt ^^ der Schnittpunkt 
dieser beiden Tangenten und wir finden jetzt allgemein be- 
statigt den fruheren Satz (§ 2, 9): 

Die beiden Tangenten in zwei konjngierten 
Punkten der C^^^ schneiden sich allemal in einem 
neuen Punkte derselben und der konjugierte Punkt 
zu letzterem ist der dritte Schnittpunkt der C^^^ mit 
der Verbindungslinie der beiden ersten konjngierten 
Punkte. 

Die Strahleninvolution, welche diesem dritten Schnitt- 
punkte angehort, ist allemal eine hyperbolische, weil ein 
Doppelstrahl derselben die Verbindungslinie der beiden an- 
fanglichen konjngierten Punkte ist. 

§ 4. Naehweis dafiir^ dafs eine beliebige Gerade der C(^> 
Im allgemelnen in drei Ponkten begegnet. 

1. Die Erzeugung der C^^^ durch zwei Strahleninvolutionen 
in projektiver Beziehung und halbperspektiver Lage liefert 
uns nun auch den allgemeinen Naehweis dafdr, da6 eine 
beliebige Gerade g der C^^^ im allgemeinen in drei Punkten 
begegnet. 

Ist g eine beliebige Gerade in der Ebene, und treffen 
die beiden erzeugenden Strahleninvolutionen [21] und [3lJ 
die Gerade g in den Punktinvolutionen, deren Punktepaare 

E und El, t| und t)i 

seien, so haben wir auf g zwei incidente Punktinvolutionen 
in projektiver Abhangigkeit; die Punktepaare jji und t)\)^ 
entsprechen einander eindeutig, ebenso wie die Strahlenpaare 
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der erzeugenden Strahleninvolutionen, mit deiien sie perspek- 
tiv liegen, und es wird auf die Frage ankommen: 

Wie oft ereignet es sich, da6 ein Punkt des 
einen Paares SJ^ mit einemPunkte des entsprechenden 
Paares ^^j zusammenfallt? 

So oft dies eintritt, wird offenbar ein Sclinittpmikt ent- 
sprechender Strahlen auf g liegen, d. h. ein Punkt der Orts- 
kurve sein. 

Von vornherein ist ersichtlieh, da6 dies einmal eintritt; 
da namlich dem Strahlenpaar 

I SIX I, I StSli I das Strahlenpaar | %^% |, | Sl^Sl | 

entspricht (§ 3, 2), so triflft der Strahl | SlStj | die Gerade g in 
einem Punkte 0, welcher zwei entsprechende Punkte aus den 
beiden Punktinvolutionen vereinigt. Dieser Punkt fallt also 
als nicht dem Orte C^^^ angehorig selbstverstandlich heraus. Die 
iibrigen zusammenfallendenPunkte lassen sich aber so ermitteln: 

2. Jede der beiden auf g befindlichen Punktinvolutionen 
laBt sich auf eine einfache gerade Punktreihe reduzieren 
durch ein Verfahren, welches dual gegenubersteht dem in 
§ 3, 1 angewendeten zur Reduktion einer Strahleninvolution 
auf ein einfaches Strahlbuschel. 

Nehmen wir namlich einen beliebigen die Gerade g im 
Punkte beriihrenden Kegelschnitt ^^^ und legen aus jedem 
Punktepaar jj^ an denselben die beiden noch ubrigen Tan- 
genten, welche sich in p schneiden, so wird bei der Ver- 
anderung von jJi der Ort von p eine gerade Linie ?, auf 
welcher p eine gerade Punktreihe durchlauft (Th. d. K. 
S. 152). Diese gerade Punktreihe ist projektiv mit dem 
von den Polaren ihrer Punkte gebildeten Strahlbuschel, 
also auch mit der von dem vierten harmonischen Punkte 
zu und jJi beschriebenen Punktreihe, welche perspek- 
tiv liegt mit dem von dem vierten harmonischen Strahl 
zu I 3121, 1 und I 2l3e I, I SIX, | beschriebenen Strahlbaschel. 
Das Strahlenpaar \%%\ und | 2t5li | liefert auf ^ das Punkte- 
paar Oi und 0; die ubrigen Tangenten aus und 0, mtissen 
sich auf I schneiden, folglich mu6 
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Oi = Qg) 

sein, der Schnittpunkt von I und g. 

Wir haben dadurch die erste Punktinvolution [jj:J auf 
die gerade Punktreihe p (auf T) reduziert; in gleicher Weise 
reduzieren wir mittels desselben Hilfskegelschnitts ^^^^ die 
zweite Punktinvolution [^^ J auf eine gerade Punktreihe [^)i], 
deren Trager eine bestimmte Gerade l^ ist. Triflft das Strahlen- 
paar | Sl^S^ | und | 31^31 | die ^ in o'l und o, so wird 

sein. Die beiden von p und p^ auf den Tragern I und l^ 
durchlaufenen geraden Punktreihen sind aber projektiv, weil 
die Punktinvolutionen [ejJ und [t)5j projektiv sind (§ 3, i), 
und ein besonderes Paar entsprechender Punkte dieser beiden 
projektiven geraden Punktreihen werden die Punkte 0^ o\ sein. 
Die Verbindungslinie je zwei entsprechender Punkte IppJ 
muB daher einen Kegelschnitt K^^^ umhiillen, und da auch 
I OjO'i I =» gr eine Tangente desselben ist, so haben die beiden 
Kegelschnitte ^^(2) ^^^ ^^2) 

bereits eine gemeinschaftliche Tangente, mithin im all- 
gemeinen noch drei andere, von denen mindestens eine reell 
sein muG, die beiden ilbrigen auch konjugiert-imaginar sein 
konnen. 

Diese drei librigen gemeinschaftlichen Tangenten der 
Kegelschnitte ^^^^ und Jf ^^^ liefem nun die Losungen der 
Aufgabe, denn sobald von dem Tangentenpaar aus p an ^^^^ 
und von dem Tangentenpaar aus p^ an ^^^ zwei Tangenten 
zusammenfallen in | ppi|, mu6 diese Gerade der g in einem 
Punkte begegnen, in welchem ein Punkt des Paares jj^ 
mit einem Punkte des entsprechenden Paares t)t)i zusammen- 
fallt. Wir schliefien also das Resultat: 

Eine beliebige Gerade g enthalt im allgemeinen 
drei Punkte des Ortes C^^\ von denen notwendig 
einer reell sein mu6, die beiden andern auch kon- 
jugiert-imaginar sein konnen. 

3. Wir haben hiermit zugleich eine allgemeinere funda- 
mentale Aufgabe gelost, deren Hervorhebung niitzlich er- 
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scheint. Die Kegelschnitte ^^^^ und K^^^ haben namlich im 
allgemeinen vier gemeinschaftliche Tangenten, und nur in- 
folge der besonderen halbperspektiven Lage der erzeugenden 
Strahl^ninvolutionen tritt der Umstand ein, da6 eine der- 
selben als illusorisch fur die vorliegende Frage herausfallt. 
Wenn wir also die Bedingung der halb-perspektiven Lage 
fortlassen, werden wir sagen inussen: 

Bei zwei Punktinvolutionen [jeJ und [\)t)i] auf 
demselben Trager g, in projektiver Abhangigkeit 
kommt es im allgemeinen viermal vor, daB ein Punkt 
des einen Paares jji mit einem Punkte des ent- 
sprechenden Paares ^tj^ zusammenfallt. 

Lassen wir also fiir die beiden erzeugenden projektiven 
Strahleninvolutionen [%] und [21 J die Bedingung der halb- 
perspektiven Lage fallen, so wird das Erzeugnis eine Kurve 
vierten Grades, weil jede Gerade g im allgemeinen vier 
Punkte des Ortes enthalt (es ist leicht zu sehen, daB % 
und 21^ zwei Doppelpunkte derselben sein miissen), und nur 
ftir die halb-perspektive Lage fallt die Gerade | 2121^ | als 
ein Teil dieser Kurve C^^^ heraus, sodaB nur eine C^^^ librig 
bleibt. Nehmen wir auf demselben Trager g eine Punkt- 
involution und eine einfache Punktreihe in projektiver Be- 
ziehung und reduzieren, wie oben, die Punktinvolution [jsJ 
mittels des Hilfskegelschnitts ^^^ auf eine einfache gerade 
Punktreihe [p] auf dem Trager i, welche mit der auf g ge- 
gebenen Punktreihe [t|] projektiv sein wird, so erzeugen auch 
die projektiven Punktreihen I [p] und g [t)] einen Kegel- 
schnitt K^^\ der mit ^^^^ die gemeinschaftliche Tangente g 
hat; die tibrigen drei gemeinschaftlichen Tangenten beider 
Kegelschnitte liefern die incidenten entsprechenden Elemente 
der beiden auf g gegebenen Gebilde, also: 

Sind auf demselben Trager g eine Punkt- 
involution [jeJ und eine einfache Punktreihe [t)] in 
projektiver Abhangigkeit gegeben, so kommt es im 
allgemeinen dreimal vor, daB ein Punkt des Paares jj^ 
mit dem entsprechenden Punkte t) zusammenfallt; 
von diesen drei incidenten Punkten ist immer einer 
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reell, die beiden andern konnen auch konjugiert- 
imaginar sein. 

Die dual - gegentiberstehenden Satze fiir Strahleninvolu- 
tionen besonders anszusprechen ist liberfliissig. 

4. Wir konnen nunmehr auch vollstandig und allgemein 
die Frage beantworten, welehe uns in § 2, i als Ausgangs- 
punkt diente, namlicii die Frage nach dem Ort eines Punktes X, 
welcher nach. drei voneinander unabhangig gegebenen Punkte- 
paaren ^^^^ ^^^^ ^^^ 

Strahlenpaare einer Involution sendet. Die involutorische 
Eigenschaft lafifc sich namlich aussprechen als Gleichheit 
der Doppelverhaltnisse zweier Strahlbiischel 

Nun ist der Ort eines Punktes X, welcher nach vier 
gegebenen Punkten vier Strahlen sendet, deren Doppelverhalt- 
nis einen gegebenen Wert haben soil, bekanntlich ein Kegel- 
schnitt, welcher durch die vier gegebenen Punkte selbst hin- 
durchgeht und vermittelst der Tangente in einem dieser 
Punkte konstruiert werden kann. Soil das Doppelverhaltnis 

sein, so konstruiere man durch Slj^ eine Gerade tj sodaB 
die vier Strahlen 

den Wert des Doppelverhaltnisses x liefern; dann ist ein 
Kegelschnitt vollstandig bestimmt, welcher durch 51^3183® 
geht und in Sl^ die Tangente t hat. Dieser Kegelschnitt 
ist der Ort fiir den gesuchten Punkt X. Soil nun 

sein, und legen wir diesen Doppelverhaltnissen irgend einen 
Wert X bei, so wird 3£ ein gemeinschaftlicher Punkt zweier 
Kegelschnitte sein miissen, welehe bereits 31 und 31^ gemein 
haben. Die ubrigen beiden Schnittpunkte erfiillen also die 
Forderung der Aufgabe. Mit der Veranderung von x ver- 
andern sich auch die beiden Kegelschnitte und beschreiben 
zwei Kegelschnittbuschel mit je vier festen Grundpunkten. 
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Diese beiden Kegelschnittbiischel stehen infolge der obigen 
Gleichheit in projektiver Abhangigkeit, die so hergestellt 
werden kann: 

Seien die Schnittpunkte 

(2195, 2li93i) = 6, (SIS, %^,) = c 
und 

I be | = Z, 

nnd lassen wir auf I einen veranderlichen Punkt j laufen, 
der eine gerade Punktreihe beschreibt, so findet oflfenbar 
die Gleichlieit der Doppelverhaltnisse statt 

2l[2li93eE] = 3l,[2ia3ie,E]; 

legen wir nun durch 

SSeSlSli einen Kegelschnitt K^^\ der | Stj | beriihrt, 

und durch 

aSiSiStiSl einen Kegelschnitt K^^'\ der | 21,? | beruhrt, 

so ist fiir jeden Punkt dc des ersten Kegelschnitts 

X[93e2li2l]«2l[93e2lij] 

und fiir jeden Punkt X, des zweiten Kegelschnitts 

3ei[a3iei2t2rj«2ii[93iei2tj], 

folglich fiir einen gemeinschaftlichen Punkt beider Kegel- 
schnitte X « X, ist die geforderte Bedingung 

X[93e2li2t]==X[93,ei2l2lJ 

erfiillt; und da die beiden Kegelschnitte K^*) und K^^^^ auBer 
21 und 2li im allgemeinen noch zwei gemeinschaftliche Punkte 
haben, so erhalten wir zwei Punkte, welche der Forderung 
genugen. Verandern wir aber den Punkt j auf der Ge- 
raden i, so beschreiben die beiden Kegelschnitte K^^^ und 
Kj^(^^ zwei Kegelschnittbiischel mit den je vier Grundpunkten 

2l35e2ti und 2l,93iei2l, 

und da die beiden Strahlbiischel | 21? | und | 2liE | perspektiv 
liegen, also projektiv sind, so stehen auch die beiden Kegel- 
schnittbiischel in projektiver Abhangigkeit voneinander wegen 
der projektiven Beziehung ihrer Tangentenbiischel in je 
einem festen Grundpunkte. Die beiden projektiven Kegel- 
schnittbiischel [K^^^] und [^1^^^] erzeugen im allgemeinen 
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eine Kurve vierter Ordnung C^*\ weil auf einer beliebigen 
Geraden g die beiden von den Biischeln ausgeschnittenen 
projektiven Punktinvolutionen viermal entsprechende Punkte 
zusammenfallend haben (3.). Aus der C(^> fallt aber die 
Gerade [ 51 SI J als illusorisch heraus, denn fur die besondere 
Lage des Punktes 

E-(2lSl„Bc) 

besteht der eine Kegelschnitt aus dem Linienpaar | StSlj |, 
I 95® I und der entsprechende Kegelschnitt aus dem Linien- 
paar I SliSl I, I 93i©J, also haben beide die ganze Gerade 
I 3l2li I gemeinschaftlich, von der nicht samtliche Punkte 
der Forderung fiir X geniigen, Es bleibt niithin nur eine 
Kurve dritter Ordnung C^^^ librig als Ort fiir die gesuchten 
Punkte X. 

(Wir haben hierdurch zugleich eine neue Konstruktion 
fur die Punkte 3£ erhalten, auf die wir aber nicht weiter 
eingehen woUen.) 

5. Dagegen woUen wir hier nachtraglich dieReduktion 
eines Kegelschnittbuschels auf ein einfaches Strahl- 
biischel oder auf eine gerade Punktreihe geben, um 
dadurch in den Stand gesetzt zu werden, zwei Kegelschnitt- 
biischel aufeinander projektiv zu beziehen oder auch ein 
Kegelschnittbtischel auf ein einfaches Strahlbiischel. 

Die Polaren eines festen Punktes ^ in Bezug auf samt- 
liche Kegelschnitte eines Biischels mit vier festen Grund- 
punkten laufen bekanntlich durch einen und denselben Punkt ^^ 
und bilden ein einfaches Strahlbiischel; nimmt man von einem 
zweiten Punkte Cl die Polaren in Bezug auf samtliche Kegel- 
schnitte des Biischels, welche durch den festen Punkt O^ 
laufen, so miissen die beiden um ^P^ und D^ beschriebenen 
Strahlbiischel projektiv sein, weil bekanntlich der Pol von 
I 5PCI I in Bezug auf samtliche Kegelschnitte des Biischels 
einen Kegelschnitt beschreibt. Es sind also fiir samtliche 
Punkte ^ in der Ebene die zugehorigen Polarenbiischel 
unter sich projektive Strahlbiischel; ist insbesondere ^ einer 
der Grundpunkte des Kegelschnittbuschels, so geht das 
Polarenbiischel in das Tangentenbiischel in demselben iiber. 
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Auch umgekehrt entspricht jeder durch ^^ gezogenen Ge- 
raden p als Polare von ^ ein einziger bestimmter Kegel- 
schnitt des Biischels. Die Kegelschnitte des Biischels sind 
also eindeutig auf die Strahlen des Strahlbiischels der Polaren 
bezogen, also das Kegelschnittbuschel auf das Strahlbiischel 
reduziert. 

"Zieht man durch einen der Grundpunkte D des Kegel- 
schnittbiischels eine beliebige Gerade ^, welche den Kegel- 
schnitten des Biischels in dem veranderlichen zweiten Punkte j 
begegnet, nimmt auf g einen festen Punkt ^ und den zu- 
geordneten vierten harraonischen Punkt l) rdcksichtlich des 
Paares Dr, also /r^ m n 

woraus foist 

SO beschreibt bei der Veranderung des Kegelschnitts im 
Biischel der Punkt t) eine mit dem Polarenbuschel [5PJ per- 
spektive Punktreihe, folglich auch £ eine gerade Punktreihe 
auf g, die wegen der obigen Bedingung mit der Punktreihe [t)] 
projektiv ist, also auch bestandig mit jeder andern in gleicher 
Weise konstruierten Punktreihe [j] projektiv bleibt. Das Kegel- 
schnittbuschel wird dadurch auf eine gerade Punktreihe reduziert. 
Schneidet eine beliebige Gerade g die Kegelschnitte eines 
Biischels in dem veranderlichen Punktepaar 

und nimmt man von einem beliebigen festen Punkt 5p der Ge- 
raden g den zugeordneten vierten harmonischen Punkt \) riick- 
sichtlich des Paares jjj, also 

so beschreibt t) eine gerade Punktreihe auf g, die immer mit 
jeder andern gleichartig konstruierten projektiv ist, weil sie 
mit dem Polarenbuschel [^J perspektiv liegt. DaS Kegelschnitt- 
btischel wird dadurch auf eine gerade Punktreihe reduziert. 

Schneiden zwei beliebige Gerade g und g' die Kegel- 
schnitte des Biischels in den Punktepaaren jgj und i*l\, so 
sind auch die von denselben beschriebenen Punktinvolutionen 
aufeinander projektiv bezogen, weil die einfachen geraden. 
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Punktreihen, auf welche sie reduziert werden konnen, zu- 
einander projektiv sind. Samtliche Punktinvolutionen, die 
auf beliebigen Geraden durch ein Kegelschnittbtischel aus- 
geschnitten werden, sind also unter sich projektiv. Legt 
man durch zwei Grundpunkte OU eines Kegelschnittbtischels 
einen beliebigen festen Kegelschnitt ^^^\ so schneidet der- 
selbe jeden Kegelschnitt des Biischels noch in zwei ver- 
anderlichen Punkten jt|, deren Verbindungslinie durch einen 
festen Punkt ^ lauft und ein einfaches Strahlbiischel [5pj 
beschreibt (Th. d. K. S. 239). 

Der Mittelpunkt ^ liegt auf der Verbindungslinie der 
beiden ubrigen Grundpunkte des Biischels. Konstruiert man 
den zugeordneten vierten harmonischen Punkt g zu ^ riick- 
sichtlich des Paares J^, also 

SO beschreibt J wegen des Kegelschnitts S^^^ eine gerade 
Punktreihe, welche perspektiv liegt mit dem Strahlbuschel 
[^J, gebildet von den Polaren des Punktes ^ riicksichtlich 
der Kegelschnitte des Btlschels; folglich ist auch das Kegel- 
schnittbtischel projektiv bezogen oder reduziert auf das 
Strahlbuschel [5^]. 

AUe diese Reduktionen (denen im dualen Gebiete ana- 
loge gegeniiberstehen) des Kegelschnittbuschels, eines Ge- 
bildes zweiter Ordnung und einfach-unendlicher Machtigkeit, 
auf ein Gebilde erster Ordnung und gleicher M'achtigkeit 
gestatten die projektive Beziehung dieser Gebilde unter- 
einander, wo von vielfach Gebrauch gemacht wird. Wir 
kehren nach dieser der Theorie der Kegelschnitte ent- 
nommenen Abschweifung zu der Betrachtung der C^'^ zuriick. 

§ 6. Das Kegelschnittgewebe. 

1. Sind ?p5Pi und ClD^ irgend zwei Paare konjugierter 
Punkte der C^^\ so bestimmen die vier Verbindungslinien 

!^D|, l^pQJ, i^p^DI, |?p,DJ 

als gemeinschaftliche Tangenten eine Kegelschnittschar, 
welcher die beiden in Punktepaare ausgearteten Kegelschnitte 
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schnitte [^P^J imd [OCli] angehoren. Da die aus jedem 
Punkte an die Kegelschnitte einer Schar gesendeten Tan- 
gentenpaare einer Strahleninvolution angehoren, so wird aucli, 
wenn wir aus dieser Kegelschnittsehar einen beliebigen Kegel- 
schnitt 31 (2) 

herausnehmen, das aus einem Punkte X der C^^^ an 31^^^ 
gesendete Tangentenpaar der Strahleninvolution angehoren, 
welche dem Punkte X riicksichtlich der C^^^ zugehort. 

Nehmen wir in gleicher Weise zwei andere Paare kon- 
jugierter Punkte 9191^ und ©©^ der (7^^^, ziehen die Ver- 
bindungslinien 

I 31® I, |«@J, \%(S\, |SR,©J 

und nehmen aus der Kegelschnittsehar mit diesen vier ge- 

meinschaftlichen Tangenten einen beliebigen Kegelschnitt 

35(2) 

heraus, so sendet auch an diesen der Punkt X ein Tangenten- 
paar der zugehorigen Strahleninvolution. 

Nehmen wir endlich noch zwei beliebige Paare kon- 
jugierter Punkte 9SS?i und SBSBj der C^^\ ziehen die Ver- 
bindungslinien 

1SS2BI, ISSBJ, |»,38|, |S8,28J 

und entnehmen der Kegelschnittsehar, welche diese vier Geraden 
zu gemeinschaftlichen Tangenten hat, einen beliebigen Kegel- 
schnitt g(2) 

so sendet auch an diesen der Punkt 3£ ein Tangentenpaar 
der zugehorigen Strahleninvolution. 

Es laBt sich daher die urspriingliche Bedingung fiir 
den Punkt X auch so umgestalten: 

Der Ort eines Punktes 3£, welcher an drei Kegel- 
schnitte 2l<% S3(% 6(2)^ die nicht derselben Kegel- 
schnittsehar angehoren, drei Tangentenpaare sendet, 
die einer Strahleninvolution angehoren, ist eine 
Kurve dritter Ordnung C^^K 

(Die drei urspriinglichen Punktepaare 21 81^, 95 SS^, ©S^ 
sind nichts anderes, als drei besondere in Punktepaare aus- 
geartete Kegelschnitte Sl^^), m\ m.) 
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Wegen der Willkiirlichkeit der Wahl von Paaren kon- 
jugierter Punkte S^^iy DC^ u. s. w. lassen sich solche 
Kegelschnitte "wie 31^*^, S5^% E^^^ in groBer Menge ausfindig 
machen, die zur Erzeugung der Kurve (7^*^ verwendet werden 
konnen. Nun gehort nach § 3, 6 der Kegelsclmitt 81 (*^ auch 
einer Schar an, welche die vier gemeinschaftlichen Tangenten 

\m\, I 956,1, |i8,S|, |S8.ej 

hat, weil die acht Geraden 

\m\, 1996,1, I 58,6 I, 193,6,1, 
|?D|, |^D,|, |?,D|, |^,D, I 

einen und denselben Kegelsehnitt beruhren; ebenso gehort 
der Kegelsehnitt 83^^^ einer Schar mit den vier gemeinschaft- 
lichen Tangenten 

I 631 I, |63t,|, I 6,31 I, |6,8C,| 

und der Kegelsehnitt E^^^ einer Schar mit den vier gemein- 
schaftlichen Tangenten 

I 3(95 I, I 3195, 1, I 31,95 I, | 31,95, | 

an. Bezeichnen wir zur Abkiirzung diese drei Kegelsehnitt- 
scharen durch ^^^^^ ^^^^^ ^^^^ 

(wo [93©] bestimmt wird durch die beiden Kegelschnitte, 
welche aus den Punktepaaren 9393i und SEj bestehen als 
ausgeartete Kegelschnitte u. s. w.), dann ist 

21(2) der gchar [SE], 

a3^«> „ „ [E81J, 

entnommen. " ?? L J 

Da eine Kegelschnittschar durch zwei Kegelschnitte 
bestimmt wird, und die Tangentenpaare aus einem Punkte 
an die Kegelschnitte einer Schar immer einer und derselben 
Strahleninvolution angehoren, so werden wir vermittelst der 
aus den drei Scharen 

[95E], [ESI], [3195] 
entnommenen Kegelschnitte 

31(2)^ 95(«>, E(«) 
drei neue Scharen bilden konnen 
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[S<2) S^2)-]^ [{^(2) 5((8)j^ [31(2) g3<2)-| 

und aus jeder derselben einen beliebigen neuen Kegelschnitt 
entnehmen 

2i/2>, s8,(2), a^i^)'^ 

jeder Punkt X des Ortes C^^^ muB dann fiir diese drei neuen 
Kegelschnitte dieselbe Eigenschaft besitzen wie fur die drei 
fruheren, und indem wir in dieser Weise fortfahren, erhalten 
wir eine grosse Menge von Kegelschnitten, die in einem 
gewissen Zusammenhange miteinander stehen, indem zwei 
dieser Kegelschnitte immer zu einer Schar von Kegelschnitten 
fuhren und jeder Kegelschnitt derselben mit einem andem 
ihr nicht angehorigen Kegelschnitt zur Bildung einer neuen 
Schar fiihrt u. s. f. 

Wir nennen die Gesamtheit aller dieser Kegelschnitte 
ein Kegelschnittgewebe und konnen daher sagen, da6 
ftir jeden Punkt 3£ der C^^^ die Tangentenpaare an samtliche 
Kegelschnitte des Gewebes einer und derselben Strahlen- 
involution angehoren. 

2. Um die Kegelschnitte eines Gewebes besser zu iiber- 
sehen und die Machtigkeit desselben zu beurteilen, gehen 
wir wieder von den drei Punktepaaren 

aus und bestimmen zuerst die Kegelschnittschar [95 S], welche 
die vier gemeinschaftlichen Tangenten hat 

I ase I, I 93®, I, I 95i(£ I, I SBi©! |. 

Nehmen wir aus dieser Kegelschnittschar einen ver- 
anderlichen Kegelschnitt 

heraus, legen aus 91 und Sl^ die Tangentenpaare an X^^^ und 
fassen dieselben als die gemeinschaftlichen Tangenten einer 
neuen Kegelschnittschar auf (auch wenn das eine oder beide 
Tangentenpaare konjugiert - imaginar sind, ist bekanntlich 
durch die sie vertretenden Strahleninvolutionen die neue 
Kegelschnittschar voUstandig bestimmt und reell konstruier- 
bar, Th. d. K. S. 326), so wird jeder Kegelschnitt 
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dieser Schar dem Gewebe angehoren, und umgekehrt mu6 
jeder Kegelschnitt des Gewebes aus einer Schar [31^^^ X^^^] 
entnommen sein, wo 31^^^= [91 21 J der in ein Punktepaar 
ausgeartete Kegelschnitt ist, und X^^^ aus der Schar [S3K] 
genommen wird. Es giebt keine andern Kegelschnitte des 
Gewebes als solche S^^\ 

In der That, ist ^'^'^^ ein beliebiger Kegelschnitt des 
Gewebes, so mu6 er die Eigenschaft besitzen, da6 die beiden 
Tangentenpaare aus 51 und Slj an ^^*> den Strahleninvolutionen 
angehoren, welche 9t und 21^ nach den Punktepaaren 9593i 
und (S®i send en. Die Tangentenpaare aus 21 and 21^ an 
^^-^ bestimmen aber eine Kegelschnittschar, in welcher es 
einen und nur einen bestimmten Kegelschnitt 3£^^^ giebt, 
welcher I S3S I beriihrt. Da nun die drei Kegelschnitte: 
1. das Punktepaar [21 21 J, 2. der Kegelschnitt ^^^> des Ge- 
webes und 3. der Kegelschnitt dc^*^ derselben Schar an- 
gehoren, so mtissen die drei Tangentenpaare aus 93 an die- 
selben einer Strahleninvolution angehoren, welche schon durch 
die beiden ersten Tangentenpaare bestimmt wird und welche dem 
Punkte 93 zugehort rticksichtlich der 6'^^*. Das Tangentenpaar 
aus 95 an X^% von dem | 93K | ein Teil ist, mu6 daher auch 
dieser Strahleninvolution angehoren, also mu6 | 93Si | der 
andere Teil sein, d. h. | 93KJ mu6 X^^^ beriihren; in gleicher 
Weise erkennen wir, da6 auch | 695i | und | Si 93^1 den X^^^ 
beriihren mussen, woraus folgt, daS X^'^^ die vier Tangenteu 

1936 1, \m,\, 193,©!, |«,6,| 

hat, also der Schar [93®] angehort. 

Wir schlieBen hieraus, daS der willkiirlich dem Gewebe 
entnommene Kegelschnitt S^^^ in der That durch diejenige 
Konstruktion hervorgeht, welche wir oben angegeben haben, 
namlich der veranderlichen Schar [21^^^ X^^^] angehort, wo 
X^^^ aus der Schar [93^^^ K'^^] entnommen ist. 

Hieraus konnen wir die Machtigkeit der Kegelschnitte 
eines Gewebes beurteilen; die Kegelschnitte X^^^ in der Schar 
[^$8(2) g(2)] gin^ yon einfach-unendlicher Machtigkeit, und jeder 
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derselben wird mit Sl^^^ zur Bildung einer neuen Schar von 
einfach-unendlicher Machtigkeit zusammengestellt, aus der 
alle Kegelsclmitte des Gewebes hervorgehen; folglich bilden 
die samilichen Kegelschnitte des Gewebes eine 
doppelt-unendliche Mannigfaltigkeit (oo^), fiber welche 
die vorige Konstruktion eine anschauliche Ubersicht gewahrt. 
3. Wir haben die Gesamtheit der Kegelschnitte des 
Gewebes hervorgehen lassen aus den drei urspriinglichen 
voneinander unabhangigen Punktepaaren 

srsi,, 9393,, es„ 

welche als drei ausgeartete Kegelschnitte des Gewebes auf- 
zufassen sind. Wir nahmen aus der Schar [93 S] einen be- 
liebigen Kegelschnitt X^^^, verwendeten ihn mit [SlSlJ zur 
Bildung einer veranderlichen Kegelschnittschar, aus der samt- 
liche Kegelschnitte des Gewebes zu entnehmen sind. Wir 
konnen aber die erste Schar [93 S], aus der X^^^ hervorgeht, 
auch als gegeben annehmen durch zwei beliebige Kegelschnitte 
derselben 33(2) ^^^ g^i)^ 

und wir konnen das Punktepaar 21 SI, ersetzen durch einen 
beliebigen Kegelschnitt ^^i^^ 

der mit 36 ^2} verbunden die veranderliche Kegelschnittschar 
bestimmt. 

Dann erhalten wir zur Bildung der samtlichen Kegel- 
schnitte ^(^> des Gewebes drei beliebige voneinander un- 
abhangige Kegelschnitte 

%(% 93(% S«), 

von denen ausgehend wir durch Scharenbildung vermittelst 
je zweier zu samtlichen Kegelschnitten des Gewebes gelangen. 
Durch drei unabhangig voneinander gegebene 
Kegelschnitte ist das Gewebe bestimmt; zwischen vier 
Kegelschnitten desselben muB also eine Bedingung obwalten. 
Diese besteht, wenn wir fiir die vier Kegelschnitte 

51(2.^ 93(*), m und «(^) 

nehmen gemaB der Entstehung des Gewebes, darin, daB 
die beiden Scharen 
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[33(2)6(2)] und [31(2)^(2)] 

einen gemeinschaftlichen Kegelschnitt X^^) haben mussen. 
(In dem besonderen Pall von vier Punktepaareri ist diese 
Bedingung in dem Satze § 3, 5 enthalten.) AUgemein laBt 
sich diese Bedingung so aussprechen: 

Werden irgend vier Kegelschnitte aus einem 
Gewebe genommen, von denen keine drei derselben 
Schar angehoren, und man verbindet beliebig zwei 
derselben und die beiden librigen zurBildung zweier 
Kegelschnittscharen, so haben dieselben allemal 
einen Kegelschnitt gemeinschaftlich. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt daraus, daB^ 

w«^ 3£(2, .,^s der Schar [^^^^mq, 

S)(2) „ „ „ [6(2)31(2)], 
3(2> „ „ „ [21(2)95(2)] 

entnommen sind, die drei veranderlichen Scharen 

[21(2) 3£(2)]^ [§8(2)^(2,]^ [6(2>3<2)] 

immer dieselben Kegelschnitte ^^2) (Jes Gewebes liefern 
mussen. Dies laBt sich auch als besonderer Satz so aus- 
sprechen: 

Gehoren die drei Kegelschnitte 31(2)^ ^m^ g;^(2) einer 
Kegelschnittschar und die drei Kegelschnitte 21(2), 
©(2), 93i(^^ einer zweiten Kegelschnittschar an, welche 
mit der ersten den Kegelschnitt 31(2) gemein hat, so 
haben auch die beiden Kegelschnittscharen 

[93(2>6(«)] und [93/2)^^(2)] 

einen Kegelschnitt gemeinschaftlich, sowie auch 

[93(2)99,(2)] und [6(2)6/2)j 

einen gemeinschaftlichen Kegelschnitt. 

Aus diesem allgemeinen Satze ergiebt sich, daB das 
ganze Kegelschnittgewebe ebenso aus drei beliebigen seiner 
Kegelschnitte ^^^,^^ ^^(,,^ ^^^,^^ 

die nicht derselben Schar angehoren, hergeleitet werden kann, 
wie es aus den drei Kegelschnitten 31(2), gjc?)^ g(2) hervorging. 

SchrOter, Theorie der ebenen Kurveu 3. Ordn. 3 
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Denn nehmen wir irgend einen vierten Kegelscbnitt des 
Gewebes ^4^^^, so miissen die beiden Kegelschnittscliareii 
l^,^^^^^^'^] und [«8(2>S4<2>] einen gemeinschaftlichen Kegel- 
schnitt X^^^ haben; wir konnen daher von den drei Kegel- 
schnitten ^j^^^, ^2^^\ ^^^^^7 welche nicht derselben Schar an- 
gehoren, zur Bestimmung des Gewebes ausgehen, aus der 
Schar [S/^^Sg^^^J einen veranderlichen Kegelscbnitt 3£^^^ 
nebmen und ibn mit ^3^^^ zur Bildung einer neuen Schar 
[5^3^^^ X^^^] verbinden, aus welcher wir samtliche Kegel- 
schnitte SJ/^^ des Gewebes entnehmen. 

4. Ziebt man an irgend zwei Kegelschnitte des Ge- 
webes ein Paar gemeinschaftlicher Tangenten, so besitzt der 
Schnittpunkt derselben oflFenbar die Eigenschaft, an samtliche 
Kegelschnitte des Gewebes Tangentenpaare zu senden, welche 
einer und derselben Strahleninvolution angehoren, also mu6 
dieser Punkt 5p auf der C^^^ liegen; denn die Tangentenpaare 
an die ersten beiden Kegelschnitte 91^*^^ und 93^'^^ fallen in 
eines zusammen, an einen dritten Kegelscbnitt E^^) (j^g Qq. 
webes geht also ein zweites Tangentenpaar, und diese beiden 
bestimmen schon die Strahleninvolution fiir 5(5, der samtliche 
iibrigen Tangentenpaare angehoren miissen, weil %^^\ 93^'^^, ®^^^ 
das ganze Gewebe bestimmen. Wenn aber ein Paar gemein- 
schaftlicher Tangenten von 2(^^^ und 33^*^ sich in ?P schneidet, 
so giebt es noch ein zweites Paar gemeinschaftlicher Tan- 
genten, welche, wenn auch konjugiert-imaginar, sich in dem 
immer reellen Punkte ^P^ schneiden, und das Punktepaar 5^^^ 
ist als ein ausgearteter Kegelscbnitt der Schar [31 ^^^93^*^] 
aufzufassen; es mtissen also ?P und ^^ ein Paar konjugierter 
Punkte der C^^^ sein, weil sie als Mittelpunkte zweier er- 
zeugenden Strahleninvolutionen in projektiver Beziehung und 
halbperspektiver Lage auftreten (§ 3). 

Wir schliefien also: 

Ein Punktepaar, in welches ein Kegelscbnitt 
des Gewebes ausartet, ist allemal ein Paar kon- 
jugierter Punkte der C^^K Oder: 

Die C^^^ ist der Ort samtlicher Punktepaare, in 
welche Kegelschnitte des Gewebes ausarten. 
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Eine Kegelschnittschar hat im allgemeinen drei inPunkte- 
paare ausgeartete Kegelschnitte, die drei Paar Gegenecken 
des von den vier gemeinschaftlichen Tangenten gebildeten 
voUstandigen Vierseits. Ein Kegelschnittgewebe hat deren 
unendlich viele (von einfach - unendlicher Machtigkeit); je 
zwei Kegel schnitte des Gewebes verbinden sich zu einer 
Schar mit drei solchen Punktepaaren, die allemal ein voll- 
standiges Vierseit mit seinen sechs Ecken bilden, welches 
der C^^^ einbeschrieben ist. 

Da durch drei willkurlich anzunehmende Kegelschnitte 
§{(2)^ 33(2)^ g(2) (jas Kegelschnittgewebe bestimmt wird, so 
konnen wir folgenden besonderen Satz aussprechen: 

Sind irgend drei Kegelschnitte unabhangig von- 
einander gegeben, so haben je zwei derselben vier 
(reelle oder paarweise konjugiert-imaginaxe) gemeinschaft- 
liche Tangenten, die ein vollstandiges Vierseit 
mit sechs Ecken bilden; die dadurch erhaltenen 
3 . 6 — 18 Punkte liegen auf einer C^^^ und bilden 
neun Paare konjugierter Punkte derselben. 

§ 6. Die ^(^>, amMllt von den Terbindttngslinieii 
koigugierter Punkte der G^\ 

1. Die Pole einer Geraden x in Bezug auf samtliche 
Kegelschnitte einer Schar liegen bekanntlich auf einer Ge- 
raden x^, welche die Eigenschaft hat, da6 ihre Pole wieder 
auf X liegen, sodaB diese beiden Geraden konjugierte 
Strahlen riicksichtlich der Kegelschnittschar heiBen. Nennen 
wir nun die Verbindungslinie zweier konjugierten Punkte der C^^^ 

und wahlen die Kegelschnittschar [95®] mit den vier gemein- 
schaftlichen Tangenten / 

\m\, \m,\, j»i6|, |»x©ii, 

welche als ausgeartete Kegelschnitte die beiden Punktepaare 
S835i und ©©i enthalt, so sind die Pole von x rUcksichtlich 
dieser beiden Punktepaare die vierten hamionischen Punkte 
zu den Schnittpunkten (XXi, 9393i) und(XXi, (S©i) zugeordnet 
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rticksichtlich der Punktepaare 9395i und ®(Si. Diese vierten 
harmonischen Punkte liegen aber, wie wir wissen (§ 2, 8), 
in einer Geraden mit dem dritten Schnittpunkte von | XXj | 
und C^^\ welcbe wir friiher I genannt haben und jetzt mit 
x^ bezeichnen woUen. Diese Gerade x^^ enthalt nun aber 
nicht nur die Pole der x riicksichtlich samtlicher Kegel- 
schnitte der Schar [95 K], sondem liberhaupt die Pole von x 
riicksichtlich samtlicher Kegelschnitte des Gewebes. Denn 
da an Stelle der Kegelschnittschar [93 S] irgend eine andere 
dem Gewebe angehorige Schar von Kegelschnitten [^^^^^ ^g ^^^] 
gesetzt werden kann, riicksichtlich welcher die Pole von x 
ebenfalls auf einer Geraden liegen miissen, welche durch den 
dritten Schnittpunkt der Geraden | XX^ | mit C^^^ hindurch- 
gehen muB, da femer die beiden Kegelschnittscharen [95®] 
und [^/^^^<^^] einen gemeinschaftlichen Kegelschnitt haben, 
riicksichtlich dessen der Pol von x derselbe bleibt, so wird 
auch die durch diese beiden Punkte bestimmte Gerade x^ 
die Pole von x enthalten riicksichtlich beider Kegelschnitt- 
scharen [95 S] und [S?!^^^ ^2'^^]; ^Iso auch riicksichtlich samt- 
licher Kegelschnitte des Gewebes. 

Nennen wir X^, wie friiher, den dritten Schnittpunkt 
der Geraden | XX^ | mit der C^^^, so werden x und x^ kon- 
jugierte Strahlen sein riicksichtlich samtlicher Kegelschnitte 
des Gewebes, namlich die Doppelstrahlen derjenigen Strahlen- 
in volution, welche dem Punkte Xj zugehort fiir die C^^^y 
und welche immer eine hyperbolische ist, weil fiir sie 
I XXi I = a; ein Doppelstrahl, x^ der andere Doppe^strahl ist. 

Wir schlieBen hieraus: 

Wenn eine Gerade x in Bezug auf drei von ein- 
ander unabhangige Kegelschnitte 2l^% 95^^\ 6^^^ des 
Gewebes ihre drei Pole auf einer Geraden x^ gelegen 
hat, so hat sie auch fiir alle andern Kegelschnitte 
des Gewebes ihre Pole auf derselben Geraden x^-^ 
der Schnittpunkt (xx^) liegt auf der C^^^ und xXj^ sind 
die Doppelstrahlen derjenigen Strahleninvolution, 
welche dem Punkte {xx^) riicksichtlich der C^'^ zu- 
gehort. 
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2. Solcher Geraden Xy deren drei Pole in Bezug auf 
^(2)^ g3(2)^ g;(2) wieder auf einer Geraden Xy^ liegen, giebt es 
aber im allgemeinen durcli einen beliebigen Punkt D der 
Ebene nur drei; denn dreht sich x um D, so beschreiben 
ihre Pole rticksichtlich Sl<2), S&^^\ ©(2) drei projektive Punkt- 
reihen [a], [b], [c] auf den Geraden a, b, c, und es beschreiben die 
Verbindungslinien | ab | und | ac | daher zwei Kegelschnitte, 
welche auBer a noch drei gemeinschaftliche Tangenten haben; 
diese besitzen die verlangte Eigenschaft.' Der Ort der Ge- 
raden X ist also eine Kurve dritter Klasse ^^^\ Da nun 
eine solche Gerade x immer die Verbindungslinie zweier 
konjugierten Punkte der C^^^ ist oder, was dasselbe sagt, ein 
Doppelstrahl der einem Punkte der C^^^ zugehorigen Strahlen- 
involution, so konnen wir den Satz aussprechen: 

Die samtlichen Verbindungslinien aller Paare 
konjugierter Punkte XXj der C^^^ umhiillen eine 
Kurve dritter Klasse ^^*^\ Oder: 

Die Doppelstrahlen samtlicher den Punkten 
einer G^^^ zugehorigen Strahleninvolutionen um- 
htillen dieselbe Kurve dritter Klasse ^^^\ 

Wir woUen ein Paar solcher konjugierten Strahlen xxj^ 
riicksichtlich samtlicher Kegelschnitte des Gewebes ein Paar 
konjugierter Tangenten der Kurve ^^^^ nennen. 

3. Wir woUen jetzt den Beriihrungspunkt jedes solchen 
Strahles x mit der von ihm umhtillten Kurve ^^^* ermitteln, 

Aus zwei beliebigen Paaren konjugierter Punkte 

del, und g)?)i 
der G^^^ folgt bekanntlich immer ein drittes Paar 

idc% 3e,g),) und (3eDi, 3e,2)); 
lassen wir nun den Punkt 2) dem Punkte X sich unendlieh 
nahern, so wind auch ^^ dem X^ unendlieh nahe riicken, 
wie aus der Natur involutorischer Gebilde hervorgeht. Da- 
bei wird nun | X^ | die Tangente der C^^^ im Punkte X, 
und I Xi^i I die Tangente der C^^^ im Punkte X^; der Schnitt- 
punkt beider Tangenten heiBe %i und hat zu seinem kon- 
jugierten Punkte den dritten Schnittpunkt % des Strahles 
3£Xi I mit der C^^^; folglich wird 
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und der dritte Diagonalpunkt dieses ausgearteten vollstandigen 
Vierecks 3£Xj^^^ namlich der Schnittpunkt 

wird der Beriihrungspunkt d. h. der Schnittpunkt unendlich be- 
nachbarter Tangenten der von | XXj | und ^^i \ umhuUten 
Kurve ^^^\ Dies ist aber nach bekannter Eigenschaft des voll- 
standigen Vierecks der vierte harmonische zu % zugeordnete 
Punkt %i rticksichtlich des Paares XX^; also ist das Doppel- 
verMltnis (Xdc, %%,)-=- 1 , 

und wir konnen den Satz aussprechen: 

Die Verbindungslinie zweier konj ugiert en Punkt e 
I SXi I beriihrt den von ihr umhtillten Ort in dem 
vierten harmonischenPunkt, der dem drittenSchnitt- 
punkt % von |X3£i| mit der C^^^ zugeordnet ist. 

Die Tangenten der S^^^ gruppieren sich zu Paaren, 
denn die dem Punkte % der C^^^ zugehorige Strahleninvolution 
ist eine byperbolische und hat zu einem Doppelstrahl | XX^ | =0:, 
folglich noch einen zweiten Doppelstrahl x^^ der auch zwei 
konjugierte Punkte dc'dc\ der C^^^ verbinden muB (die aller- 
dings auch konjugiert-imaginar sein konnen). 

Da aus diesen beiden Paaren konjugierter Punkte das 
dritte folgt (3^3^f^ 3£^3gfj ^^^ ^^3^3^,^^ 3^^3^f) 

und die beiden Beriihrungspunkte 

2i und %[ 
auf den Strahlen | XXj |, | dc'dc\ die vierten harmonischen 
zu % zugeordneten sind, so folgt aus der bekannteh Eigen- 
schaft des voUstandigen Vierecks XXiX'X'j, da6 %^ und %[ 
auf derselben Geraden liegen mit dem obigen dritten Paare 
konjugierter Punkte, also ist auch | %i%[ \ eine Tangente der 
^^^^, und wir schlieBen: 

Die Verbindungslinie der Beriihrungspunkte 
zweier konjugierten Tangenten xx^ der S^^^ (s. o. 2.) 
ist selbst eine dritte Tangente der ^^^\ 

4. Da der Schnittpunkt @ zweier konjugierten Tangenten 
xxi der ^^^> auf der C^^^ liegt und der Mittelpunkt einer 
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Strahleninvolution ist, deren Doppelstrahlen xx^ sind, und 
deren Strahlenpaare immer nach einem Paare konjugierter 
Punkte der C^^^ hingehen, so konnen wir auch sagenr 

Jedes Paar konjugierter Punkte der C^^^ wird 
durch jedes Paar konjugierter Tangenten der ^^^^ 
(oder durch jedes Paar konjugierter Strahlen xx^ 
des Gewebes) harmonisch getrennt. 

Nehmen wir nun irgend drei solcher Paare xx^^ kon- 
jugierter Tangenten der ^^^^ oder, was dasselbe sagt, von 
drei Strahleninvolutionen beliebiger Punkte der (7'^^ die 

Doppelstrahlen , , 

aa^j 00^, cc^y 

die nicht gerade die drei Seitenpaare eines voUstandigen 
Vierecks sein mogen, so wird jede weitere Tangente der ^^^^ 

die Eigenschaft Tiaben mussen, daB jedes der drei Strahlen- 
paare aa^j hi^y cc^ die Punkte XX^ harmonisch trennt, also 
wird die Gerade x von den Strahlenpaaren aa^j 66^, cc^ in 
drei Punktepaaren einer Punktinvolution getroflfen, deren 
Doppelpunkte XX^ sind. Hierdurch wird der Ort der Geraden 
X definiert als beschrieben von einer Geraden, auf welcher 
drei Strahlenpaare aa^, 6&^, cc^ Punktepaare einer Involution 
ausschneiden; dies ist aber die dual gegentiberstehende (rezi- 
proke) Aufgabe von derjenigen, welche in § 2, l den Aus- 
gangspunkt unserer Untersuchung bildefce; wenn dort also 
eine Kurve dritter Ordnung C^*^ resultierte, so mu6 hier eine 
Kurve dritter Klasse S^*^ hervorgehen, wie wir sie bereits 
(2.) in der That gefunden haben; und alle Eigenschaften 
welche wir fur jene gefunden haben, mtlssen ins duale 
Gebiet iibertragen auch fiir diese gelten. Die beiden 
dual gegeniiberstehenden Gebilde C^^^ und ^^^^ treten 
hier zusammen auf, ohne aber wie beim Kegelschnitt (als 
Punktgebilde und Tangentengebilde aufgefaBt) identisch zu sein. 

Die hieraus hervorgehenden Eigenschaften und Er- 
zeugungsweisen der S^^^ zu wiederholen erscheint liberfliissig, 
da die Ubertragung ins duale Gebiet ohne Schwierigkeit ist. 
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Auf den innigen Zusammenhang der Kurven C^^> und ^^*> 
einzugehen, werden wir noch mehrfach Gelegenheit haben. 
5. Wir beschranken uns bier zunachst darauf, drei solche 
Strahlenpaare ,^ 

wie sie zur Bestimmung der 51^^^ notwendig und binreichend 
sind, berzustellen, indem wir von drei urspriinglicb gegebenen 
von einander unabhangigen Punktepaaren 

%%,, »95„ SSi, 

welcbe zur Bestimmung der C^^^ dienen, ausgeben. 
Seien die Scbnittpunkte 

{%%„ 93950 -c, 
(9393,, Sej^a, 

und werden die vierten harmonischen Punkte durch die 
Werte der Doppelverhaltnisse bestimmt: 

(S{2C,bbi)-=-l, 

(SlSliCc',) 1, 

(SSjCCi) 1, 

(9393iaa'.)--l, 
(eSiaa,) 1, 

die durch folgeude Eonstruktion gefundeu werden konnen: 

(3133,21,33,) = 5, (5t»i,Sl,93) = S,; 
I ISli I - a, I 9393, I -= 6, | (£6, | = c, 

|S)®,l = d, |ee,| = e, I55il = /-; 

(rfc) = o„ (ea) = b,, (/■&) = c„ 
(d&) = a'„ (ec) = b'„ (/•a)=.c',; 
dann werden 

und 

sind die drei Strablenpaare, welcbe zur Bestimmung der ^^^^ 
notwendig und binreicbend sind und die zum Ausgangspunkt 
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der dual gegenuberstehenden Untersuchung dienen konnen, 
wie die drei ursprtinglichen Punktepaare 

zu der Untersuchung der Kurve C^^^ und ihrer Eigenschaften 
gefiihrt haben. 

Umgekehrt kann man auch voi| den drei Strahlenpaaren 

ausgehend zu den Punktepaaren 

2131,, 9395,, 6(£i 

gelangen, was wir nicht weiter ausfiihren wollen. Die Uber- 
tragung der gewonnenen Resultate fuhrt aber auf ein dem 
Kegelschnittgewebe dual gegentiberstehendes Gebilde, welches 
noch besonders hervorgehoben werden soil. 

§ 7. Das Kegelschnittnetz. 

1. Ebenso wie die drei Punktepaare 

9121,, 9393,, SS, 
als drei ausgeartete Kegelschnitte aufgefaBt werden konnten 
zur Bestimmung fiir ein ganzes Gewebe von doppelt-unend- 
lich vielen Kegel schnitten, konnen die drei Linienpaare 

zu einem Gebilde von Kegelschnitten fiihren, welches man 
ein Kegelschnittnetz nennt und welches in analoger Weise 
mit der Kurve ^^*^ zusammenhangt, wie das Kegelschnitt- 
gewebe mit der C^^\ Beide Gebilde stehen aber auch unter- 
einander in enger Verbindung, wie die C^^^ und ^^^>. 
Die beiden Linienpaare 

6&, und cc, 
bestimmen namlich ein Kegelschnittbiischel, welches die vier 
Grundpunkte hat 

{be), (be,), (b^c), (6iC,); 
einen beliebigen Kegelschnitt aus diesem Btischel wollen wir 

nennen. Ebenso bestimmen die beiden Linienpaare 

cc^ und a a, 
ein Kegelschnittbuschel mit den vier Grundpunkten 
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{ca), (ca^), (c^a), {c,a,), 
und ein beliebiger demselben entnommener Kegelschnitt heiBe 

endlich bestimmen die beiden Linienpaare 

aa^^ und bhj^ 

ein Kegelschnittbuschel mit den vier Grundpunkten 

(ab), (ah,), (a^b), {a,b,), 

und ein beliebiger aus demselben entnommener Kegelschnitt 
heiBe C^^^; daim bestimmen die drei Kegelschnitte 

ein ganzes Kegelschnittnetz von doppelt-unendlicher Mannig- 
faltigkeit (oo^) oder eine einfach-unendliche Mannigfaltigkeit 
von Kegelschiiittbuscheln, deren Gesamtheit so zusammen- 
gefaBt werden kann: 

Ein veranderlicher Kegelschnitt X^^^ werde aus dem 
durch die beiden Kegelschnitte B^^^ und C^^^ bestimmten 
Biischel ^^^^^ ^^^^^ 

entnommen und zur Bildung eines neuen Kegelschnittbtischels 

[^(2) X(2)] 

verwendet, dann erfiillen samtliche Kegelschnitte K^^^ dieses 
variablen Biischels das Kegelschnittnetz, und es giebt keine 
andern Kegelschnitte des Netzes weiter, als die auf diese 
Weise konstruierten. 

2. Drei voneinander unabhangige Kegelschnitte 

^(2)^ ^W C(2) 

(die nicht demselben Biischel angehoren) bestimmen voU- 
standig das Kegelschnittnetz, welches durch fortgesetzte 
Bildung von Biischeln aus je zweien hergestellt wird. 

Irgend vier Kegelschnitte des Netzes sind der Bedingung 
unterworfen, da6 sie in irgend einer Weise zu zwei Paaren 
vereinigt, zwei Kegelschnittbuschel bestimmen, welche alle- 
mal einen gemeinschaftlichen Kegelschnitt haben (d. h. deren 
acht Grundpunkte auf einem und demselben Kegelschnitt 
liegen). 
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Die Gesamtheit der in Linienpaare zerfallenden Kegel- 
schnitte des Netzes umhtillt die Kurve dritter Klasse K^^> 
und ein solches Linienpaar ist allemal ein Paar konjugierter 
Tangenten der t<«>. 

Die Kurve dritter Klasse S^^' ist der Ort einer Geraden, 
welche durch drei voneinander unabhangige Kegelschnitte 
des Netzes (und daher von samtlichen Kegelschnitten des 
Netzes) in Punktepaaren geschnitten wird, die einer In- 
volution angehoren. Die Doppelpunkte aller solchen Punkt- 
involutionen liegen auf der Kurve dritter Ordnung C^^^ und 
sind allemal ein Paar konjugierter Punkte derselben. 

Ist ein Kegelschnittbiischel und zwei Gerade a, a^ ge- 
geben, auf welchen durch das Biischel zwei Punktinvolutionen 
jJi und t)f)i in projektiver Beziehung und halbperspektiver 
Lage ausgeschnitten werden, so umhuUen die Verbindungs- 
linien entsprechender Punktepaare 



die Kurve dritter Klasse ^^'^^ (vergl. § 3). 



Der Ort eines Punktes X, 
dessen Polaren in Bezug auf 
drei voneinander unabhangige 
Kegelschnitte A^^'', B^% C^^) 
(folglich in Bezug auf samt- 
liche durch dieselben be- 
stimmten Kegelschnitte eines 
Netzes) sich wieder in einem 
Punkte 3£i schneiden, ist eine 
Kurve dritter Ordnung 6'^^^, 
und die Punkte XX^ sind ein 
Paar konjugierter Punkte der- 
selben. Die Verbindungslinie 
I 3£Xi I umhiillt die Kurve 
dritter Klasse ^^^\ 

Da aus zwei Paaren konjugierter Punkte der C^^\ nliin- 
lich XXi und 3)3)i, immer ein drittes Paar 



Der Ort einer Geraden x, 
deren Pole in Bezug auf drei von- 
einander unabhangige Kegel- 
schnitte 31 (% »^2)^ (5(2) (folg. 

lich in Besjug auf samtliche 
durch dieselben bestimmten 
Kegelschnitte eines Gewebes) 
wieder auf einer Geraden x^ 
liegen, ist eine Kurve dritter 
Klasse W^ ^^, und die Strahlen xx^ 
sind ein Paar konjugierter Tan- 
genten derselben. Der Schnitt- 
punkt {xx^ beschreibt die 
Kurve dritter Ordnung C"^\ 
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folgt (§ 2, 2), so konnen die drei Verbindungslinien 

\^2i,\=x, imi=2/, i38ii=^ 

auch aufgefaBt werden als die Diagonalen eines voUstandigen 
Vierseits, dessen drei Paar Gegeneeken XX^, ?)?)i, 38i sind. 
Dieses Diagonaldreiseit xy0 ist aber bekanntlich ein gemein- 
schaftliches Polardreiseit (selbstkonjugiertes Dreiseit) fiir samt- 
liche Kegelschnitte der Schar, welehe dem voUstandigen Vier- 
seit einbeschrieben werden konnen, und diese Kegelschnitt- 
schar gehort dem Gewebe an. Wir konnen daher auch sagen: 

Die Kurve ^(S) ^irj umhiiUt Die Kurve C^^^ wird erfuUt 

vonsamtlichenStrahlentripeln, von samtlichen Punkttripeln, 

welehe die je drei Seiten jedes welehe die Ecken jedes Polar- 

Polardreiseitsbilden,dasirgend dreiecks bilden, das irgend 

zwei Kegelschnitten des Ge* zweiKegelschnittendesNetzes 

webes gemeinsam ist. gemeinsam ist. 

Alle diese Resultate folgen durch duales Ubertragen 
aus den bereits friiher abgeleiteten. Den vermittelnden Zu- 
sammenhang der dual gegentiberstehenden Gebilde, einerseits 
des Kegelschnittgewebes und des Kegelschnittnetzes, anderer- 
seits der Kurven C^^^ und ^^^\ bildet der Satz: 

Jedes Punktepaar, welches als ausgearteter 
Kegelschnitt des Gewebes auftritt, ist ein Paar 
konjugierter Punkte fur samtliche Kegelschnitte 
des Netzes, und jedes Linienpaar, welches als aus- 
gearteter Kegelschnitt des Netzes auftritt, ist ein 
Paar konjugierter Strahlen fiir samtliche Kegel- 
schnitte des Gewebes. 

. Je zwei konjugierte Punkte der C^^^ (ausgearteter 
Kegelschnitt des Gewebes) werden durch je zwei 
konjugierte Tangenten der J?^^^ (ausgearteter Kegel- 
schnitt des Netzes) harmonisch getrennt. 

3. Der Zusammenhang der Kegelschnitte ^^^^ des Ge- 
webes mit den Kegelschnitten K^^^ des Netzes tritt noch 
vollstandiger hervor durch folgende Betrachtung: 
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Nehmen wir irgend drei Kegelschnitte 

des Gewebes, welche dasselbe bestimmen, also nicht einer 
Schar angehoren, so bestimmen die beiden Kegelschnitte 

39(2) und 6(8) 

eine Scbar, die ein gemeiusames Polardreieck bat; wir be- 
zeichnen die Ecken desselben mit 

und die Seiten mit 

\n\-^7 UeHJ/; U5i==^; 

dann sind x^y, z Tangenten der ^^^\ wie wir wissen (denn 
die drei Pole von x in Bezug auf 51 (^), 95 (^), S^^^ liegen auf 
einer Geraden u. s. w.). 

Sei also der Pol von x in Bezug auf 91^^^ der Punkt j^ 

^^(^ yj V V y V ?? f7 "^ V V 9i 

jj jj jj V ^ >f fi ?; ^ ?; ;? 01? 

dann werden 

die konjugierten Tangenten zu Xy y, z sein fur die Kurve S<% 
sodass also 

drei Paare konjugierter Tangenten der S^^^ sind. Da nun 
aber ftir den Kegelschnitt %^^^ das Dreieck JiQiJi die 
Polarfigur des Dreiseits xyz ist, dessen Ecken (jfz) == J, 
(;8fa;) = 5, (irt/) == ;2f sind, so miissen sich nach einem be- 
kannten Satze (Th. d. K. S. 155) die drei Verbindungslinien 

\U1\7 l^l^il; I Sill, d.t. 

^1 ? Vij ^1 
in einem Punkte t schneiden, weil ein Dreieck und seine 
Polarfigur rticksichtlich eines Kegelschnitts allemal per- 
spektiv liegen. 

Wir haben daher folgende vier Punkte 

(^y^i) - h 
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(^12/1^1) = t, ih. 
die drei Linienpaare 

gehoren als drei Seitenpaare einein vollstandigen Viereck 
(S^jt) an, und da diese drei Linienpaare drei ausgeartete 
Kegelschnitte des Netzes sind, so sind j, ^, j, t die vier 
Grundpunkte eines Kegelschnittbiischels, welches dem Netze 
angehort. Dies giebt folgenden Satz: 

Wenn man von zwei Kegelschnitten des Gewebes 
das gemeinsame Polardreieck ermittelt, dessen drei 
Seiten Tangenten der ^^^^ sind, so schneiden sich 
die zu denselben drei konjugierten Tangenten der 
S!^^^ in einem Punkte, und derselbe bildet mit den 
drei Ecken des Polardreiecks ein vollstandiges Vier- 
eck, die vier Grundpunkte eines Kegelschnitt - 
buschels, welches dem Netze angehort. 

Und dual gegeniiber: 

Wenn man von zwei Kegelschnitten des Netzes 
das gemeinsame Polardreieck ermittelt, dessen drei 
Ecken Punkte der (7^^^ sind, so schneiden die drei 
Seiten desselben die C^^^ in drei neuen Punkten, 
welche auf einer Geraden liegen (diese sind namlich 
die drei konjugierten Punkte der C^^^ zu den Ecken des 
Polardreiecks). Diese neue Gerade bildet zusammen 
mit den drei Seiten des Polardreiecks die vier Seiten 
eines vollstandigen Vierseits, dem eine Kegelschnitt- 
schar einbeschrieben werden kann, welche dem Ge- 
webe angehort. 

4. Ebenso, wie wir in 3. nur die beiden Kegelschnitte 
93^^^ und S^^^ des Gewebes in Betracht zogen, konnen wir 
jetzt die beiden Kegelschnitte 

6^2) und 31(2) 
nehmen und von ihnen ausgehend dieselbe Betrachtung an- 
stellen; dann erhalten wir ein zweites Kegelschnittbiischel 
des Netzes mit den vier Grundpunkten f', \)\ j', t', und da 
zwei Kegelschnitte des Netzes immer einen gemeinsamen 
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Kegelschnitt haben mussen, d. h. auch ihre Grundpunkte 

selbst auf einem Kegelschnitt liegen (2.) so sehen wir, daB 

die acht Punkte 

h 9> h t, ic\ t)', l\ t' 

auf einem Kegelschnitt des Netzes liegen miissen; dieser 
ist schon durch die sechs Punkte 

die Ecken zweier Polardreiecke rucksiclitlich des Kegel- 
schnitts (S^^), mehr als bestimmt; bekanntlich liegen solche 
sechs Punkte immer auf einem Kegelschnitt. DaS dieser 
nun dem Netze angehort, ist das gewonnene Resultat, durch 
welches die Kegelschnitte des Gewebes zu denen des Netzes 
in eine enge Verbindung treten, was sich folgendermaBen 
aussprechen laBt: 

Irgend zwei Kegelschnitte des Gewebes haben 
ein gemeinsames Polardreieck; nimmt man zwei 
solche Polardreiecke, so liegen die sechs Ecken 
derselben auf einem Kegelschnitt des Netzes. 

Und andererseits: 

Trgend zwei Kegelschnitte des Netzes haben 
ejn gemeinsames Polardreieck; nimmt man irgend 
zwei solche Polardreiecke, so beriihren ihre sechs 
Seiten allemal einen Kegelschnitt des Gewebes. 

Hiemach lassen sich aus drei zur Bestimmung des Ge- 
webes notwendigen und hinreichenden Kegelschnitten sofort 
drei Kegelschnitte ermitteln, welche das zugehorige Netz 
bestimmen oder umgekehrt, was keiner weiteren Ausfuhrung 
bedarf. 

5. Wir woUen noch auf einen unmittelbaren Zusammen- 
hang der Kurven C^^^ und ^^^^ hinweisen. 

Aus jedem Punkte ^ der G^^^ gehen im allgemeinen 
drei Tangenten an die ^^^\ namlich die Verbindungslinie 
I ^^i I, welche 5p mit seinem konjugierten Punkte ^P^ ver- 
bindet und auBerdem die beiden Doppelstrahlen derjenigen 
Strahleninvolution, welche dem Punkte ^ rticksichtlich 
samtlicher Paare konjugierter Punkte auf C^^^ zugehort. 
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Wir woUen jetzt nach solchen besonderen Punkten X 
der C^^^ fragen, fur welche der erste Strahl mit einem der 
beiden letzteren zusammenfallt. Ware dies der Fall und ST^ 
der konjugierte Punkt zn %j so miiiSte |2;Xi| ein Doppel- 
strahl der zu % zugehorigen Strahleninvolution sein; die 
beiden tibrigen Punkte, in welchen dieser von % ausgehende 
Doppelstrahl die C^^^ trifft, mtiBten also konjugierte Punkte 
sein; einer derselben ist nun %i, der andere muBte sein 
konjugierter Punkt, d. h. % selbst sein; also mtiBte die 6e- 
rade | XX^ | in X die (7^^> beriihren; wenn also ein Punkt X 
von der verlangten Art auf der C^^^ existiert, so muB seine 
Tangente als dritten Schnittpunkt mit der C^^^ den kon- 
jugierten Punkt X^ haben. 

Eine solche Gerade | XX^ | ist aber zugleich Tangente 
der ^^^^ und hat ihren Beruhrungspunkt mit derselben in 
dem vierten harmonischen zu X^ zugeordneten Punkt (§ 6, 3) 
rticksiclitlich des Paares XX^. Da nun von den vier har- 
monischen Punkten in X zwei zusammenf alien, so muB auch 
der dritte in denselben hirieinfallen, wahrend der vierte X^ 
getrennt liegt. Hieraus erkennen wir, daB die Gerade | XX^ | 
in X auch die Kurve S^^^ beriihrt, also: 

Die Kurven G^^^ und S^^^ beriihren sich in den- 
jenigen Punkten, in welchen sie sich begegnen 
(d. h. sie haben in jedem solchen Punkte dieselbe 
Tangente); die Anzahl ihrer gemeinschaftlichen 
Punkte reduziert sich also, da sie paarweise zu- 

sammenfallen, aufdieHalfte ( ~9~==9j. 

Der zu einem solchen Punkte X konjugierte Punkt X^ 
der C^^^ und die zu einer solchen Tangente t konjugierte 
Tangente t^ der ^(^^ besitzen eine merkwtirdige Eigenschaft. 
Die Tangenten in zwei konjugierten Punkten der C^^^ mtissen 
sich bekanntlich wieder in einem Punkte auf der C^^^ 
schneiden, also auch die beiden Tangenten in X und X^; 
die Tangente in X schneidet aber die C^^^ nur noch in X^, 
also muB die Tangente in X^ ihren dritten Schnittpunkt 
mit der C^^^ wieder in Xjl haben, d. h. X^ muB ein Wende- 
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punkt der (7t^^ sein, oder die Tangente in demselben hat 
mit der Kurve drei zusammenfallende Punkte gemein. Wir 
schlieBen also: 

Die zu den gemeinschaftlichen Punkten der C"^^ 
und ^^^^ konjugierten Punkte der C^^^ sind die Wende- 
punkte derselben, und ebenso: 

Die zu den gemeinschaftlichen Tangenten der 
M^^^ und C^^^ konjugierten Tangenten der ^^^^ sind die 
ROckkehrtangenten derselben. 

(Riickkehrtangente einer Kurve ist eine solche, fiir deren 
BertLhrungspunkt drei unendlich-benachbarte Tangenten in 
eine zusammenfallen.) Uber die Anzahl, Realitat und Kon- 
figuration der Wendepunkte der G^^^ (oder der Riickkehr- 
tangenten der ^^^^) wird uns eine spatere Untersuchung auf- 
klaren. (§ 28.) 

§ 8. Die (7(8> und S(») als Tripelkurven. 

1. Wenn wir ein gemeinsames Polardreieck fiir irgend 
zwei Kegelschnitte des Netzes, also auch fiir das ganze durch 
dieselben bestimmte Biischel des Netzes ein Tripel von 
Punkten nennen, und wenn wir ein gemeinsames Polar- 
dreiseit fiir irgend zwei Kegelschnitte des Gewebes, also 
auch fiir die ganze durch dieselben bestimmte Schar des 
Gewebes ein Tripel von Strahlen nennen, so ordnen sich 
sowohl die Punkte der C^^^ als auch die Tangenten der S^^> 
zu Tripeln, in ahnlicher Weise wie sie fruher durch die 
Paare konjugierter Punkte und konjugierter Tangenten sich 
zu Paaren ordneten. Solche Punkttripel der C^^^ und Strahlen- 
Iripel der fi!^^^ besitzen ahnliche Eigenschaften, wie die 
vorigen Punkt- und Tangentenpaare. Die durch weg parallel 
laufende Betrachtung der dual gegeniiberstehenden Gebilde 
doppelt durchzufiihren erscheint iiberfliissig; wir werden uns 
daher vorzugsweise auf die Untersuchung der C^^^ als Trip el - 
kurve beschranken. 

2. Wenn wir von einem beliebigen Punkte ?P der C^'^ 
die Polaren in Bezug auf samtliche Kegelschnitte eines 
Biischels 

SchrSter, Theorie der ebenea Eurren S. Ordn. 4 
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welches dem Netze angehort, konstruieren^ so laufen diese 
bekanntlich durch einen festen Punkt ^^ der C''^ und bilden ein 
einfaches Strahlbiischel [^J; welches mit dem Eegelschnitt- 
buschel projektiv ist (§ 4^ 6), sodaB zu jedem Kegelschnitt des 
Biischels ein bestimmter Strahl des Strahlbiischels [?PJ zu- 
gehort; aber auch umgekehrt wird zu jedem beliebigen durch 
$1 gezogenen Strahl g ein einziger bestimmter Kegelschnitt 
aus dem Buschel [JS<2>C^^^J zugehoren, welcher durch die ge- 
forderte Bedingung voUstandig und eindeutig bestimmt ist. 
Sei nun dieser Kegelschnitt des Biischels 

fur den ^ und g Pol und Polare sind; in gleicher Weise 
konnen wir aus dem Biischel 

[(7(2) J (2)] 

des Netzes den bestimmten einzigen Kegelschnitt 

ermitteln, fiir welchen ^ und g Pol und Polare sind; dann 
haben die beiden Kegelschnitte 

^i<*> und JBi<^) 

gleichzeitig ^ und g zu Pol und Polare^ folglich auch das ganze 
durch sie bestimmte Biischel 

Mithin ist der willkiirliche Punkt ^ der C<^) ein Tripel- 
punkt (Eckpunkt eines gemeinschaftlichen Polardreiecks) far 
ein gewisses dem Netze angehoriges Kegelschnittbuschel; 
und die beiden andem Tripelpunkte (die beiden (ibrigen Ecken 
des gemeinsamen Polardreiecks) miissen natiirlich auf g und 
gleichzeitig auf C^'^ liegen; folglich sind sie die beiden ibrigen 
Schnittpunkte der durch ?Pi gezogenen Geraden g mit der (7^^\ 

Da die Gerade g iibrigens willkiirlich durch den Punkt 
?Pi angenommen wurde, so wird auch noch ein zweiter 
Tripelpunkt auf der C^^^ willkiirlich anzunehmen sein; der 
dritte Tripelpunkt ist aber dann voUstandig imd eindeutig be- 
stimmt. Wir diirfen demnach folgendes Resultat aussprechen: 

Zwei Punkte ?P und D der C^*> diirfen beliebig 
als Ecken eines Tripels derselben (gemeinsames 
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Polardreieck fiir gewisse zwei Eegelsclinitte des 
Netzes) angenommen werden; der dritte Tripelpunkt 
fR wird danu eindeutig dadurch bestimmt^ daB man 
D mit dem zu ^ konjugierten Punkt ^^ der C^^^ ver- 
bindet und den dritten Schnittpunkt 31 ermittelt. 

Hieraus folgt, da es nur einen dritten Tripelpunkt 91 
giebt, da6 derselbe auch hervorgehen muB, wenn man ^ mit 
dem zu D konjugierten Punkte D^ verbindet und den dritten 
Schnittpunkt dieser Verbindungslinie auf der C^^^ aufsucht; 
also mu6 (^^^^ ^PJQJ « 91 

sein, was denn auch bekanntlich ein Punkt der C^^^ ist, 
weil ^^i und DD^ zwei Paare konjugierter Punkte der 
C^^^ sind; der zu 91 konjugierte Punkt ist nun 

und da somit ^^ D^ 91^ in gerader Linie liegen, so konnen 
wir den Satz aussprechen: 

Schneidet eine beliebige Gerade die C^^^ in den 
drei Punkten ^^ £1^ 9li, so bilden die drei konjugierten 
Punkte 5p, D, 9i zu denselben allemal ein Tripel von 
Punkten der C^^\ 

Hieraus schlieBen wir auf die Machtigkeit der Punkt- 
tripel einer (7^^^; sie ist namlich gleichgroB mit der Machtig- 
keit der Geraden, welche sich in der Ebene ziehen lassen 
(qo^), eine doppelt-unendliche Mannigfaltigkeit, 

Auch gilt der umgekehrte Satz: 

Die zu drei Tripelpunkten einer C^^^ konjugierten 
Punkte liegen allemal auf einer Geraden und sind 
nichts anderes^ als die dritten Schnittpunkte der 
drei Seiten des Tripeldreiecks mit der C^^\ 

Da wir zwischen den sechs PUnkten ^P^P^, dD^, 9l9ii vier 
Gerade 

|5PD,gi|, i^£19i, I, i^iD9l!, |?PiOi9lJ 

haben, so haben wir gleichzeitig vier Tripel 

5PiD9li, ^iDi9i, ^Di9ii, ?pD9l. 

3. Hieraus folgt zugleich eine charakteristische fiigen- 
schaft jedes Punkttripels einer G^^). 

4» 
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ZuYorderst ist namlich klar, daB irgend zwei Tripel 
der C^*^ allemal sechs Punkte eines Kegelschnitts 
sein miissen, well zwei Buschel des Netzes immer einen 
Eegelschnitt gemein haben nnd zwei Polardreiecke filr einen 
Kegelschnitt selbst ihre sechs Ecken auf einem andem 
Kegelschnitt haben. 

Gehen wir also von einem Tripel $PD?R der C^*^ aus und 
bestimmen ein zweites ^'D'9t' dadurch, daB wir ^' un- 
endlich nahe an ^ und £l' unendlich nahe an D heran- 
riicken lassen^ dann muB auch 9t' unendlich nahe an 91 heran- 
riicken, denn es giebt nur einen dritten Tripelpunkt zu ^ 
und D, der in fR hineinfallen muB; der Kegelschnitt, welcher 
in ?P und D die C^^^ beruhrt, wird sie daher auch in 9i be- 
riihren miissen, und wir erhalten den Satz: 

Ein Tripel von Punkten der C^*^ besitzt allemal 
die Eigenschaft, daB ein Kegelschnitt die 6^^^ in 
solchen drei Punkten beriihrt. 

Nehmen wir insbesondere fur zwei von den willkiirlich 
zu wahlenden Punkten eines Tripels der C^^^ zwei konjugierte 
Punkte^ und ^i, so wird der zugehorige dritte Tripelpunkt 
nach dem Vorigen der zu dem dritten Schnittpunkt @ der 
Kurve mit der Verbindungslinie | ^5Pi | konjugierte Punkt ©^ 
sein, d. h. derjenige, in welchem sich die beiden Tangenten 
an ^ und ^^ schneiden; und in der That bilden auch die 
beiden Strahlen | @i ^ | und | ©i ^i | einen ausgearteten Kegel- 
schnitt, von dem man sagen darf, daB er die C^^^ in den 
drei Punkten des Tripels ^, ^i,@i berdhrt, weil ©^ ein 
Doppelpunkt dieses Kegelschnitts ist. Hiemach treten also 
die Tripel in gewissem Sinne als Erweiterung des Begriffes 
der konjugierten Punktepaare auf. 

Da zwei Punkte eines Tripels immer willkiirlich auf 
der C^^^ angenommen werden konnen, so laBt sich der obige 
Satz, wonach zwei Tripel sechs Punkte eines Kegelschnitts 
sind, auch so umkehren: 

Legt man durch drei Tripelpunkte der C^^^ einen 
beliebigen Kegelschnitt, so schneidet derselbe die 
C^^^ allemal in drei neuen Punkten eines Tripels. 
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Hieraus geht gleichfalls die doppelt-unendliche Mannig- 
Altigkeit (oo^) der Tripel hervor, und es laBt sich der Zu- 
sammenhang derselben libersehen. 

Wir bemerken noch den aus dem Vorigen sich er- 
gebenden Satz: 

Halt man einen Punkt ^ der C^^^ als Eckpunkt 
eines Tripels fest, so giebt es zu ihm unendlich 
viele Paare von Punkten O und 9t, welche die 
beiden ubrigen Ecken des Tripels sind; diese liegen 
immer so auf der (7^^^, daB ihre Verbindungslinie |Cl?R| 
durch einen und denselben festen Punkt der (7^^> geht, 
namlich den Punkt ^j, welcher zu 5p konjugiert ist. 

4. Gehen wir von zwei Paaren konjugierter Punkte SlSl^ 
und 2395i aus, welche das dritte Paar 

(3195, ?li930«e. und (3l95i, SliS)-®! 

liefern, so bestimmen die vier Geraden 

I S193S I, I 3193,(S, I, I Sl,95ei 1, j Sl^aS^S | 

eine Kegelschnittschar des Gewebes und bilden ein voll- 
standiges Vierseit, dessen drei Diagonalen 

I SlSli I, I »S5i I; I es, 1 
sind; die Durchschnittspunkte derselben 

(9395,, 66,) « a, (66,, Sl«,) = b, (SlSt,, 9593,) » c 

bilden ein gemeinsames Polardreieck fiir samtliche Kegel- 
schnitte der Schar. 

Nennen wir die dritten Schnittpunkte der C^^^ mit 
den Geraden | <^^^ |^ | ^^^ |^ | gg^ | 

und nehmen aus der vorigen Kegelschnittschar, ffir welche 
a6c ein Polardreieck ist, denjenigen besonderen Kegel- 
schnitt ^^^^ heraus, welcher die Verbindungslinie 

Ipql 

bertthrt, dann geht aus p an ihn die eine Tangente \pC{ \ 
und das Paar konjugierter Strahlen \ph\ und | pa | riicksicht- 
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lich des Kegelschnitts ^^^\ well a der Pol von | pb [ = I SlSli ! 
iat; folglich ist die andere Tangent e t aus p an B^^^ der 
vierte harmonische Strahl zu \ p(\\ zugeordnet rucksichtlich 
des Paares | ph \ und | po |. 

Ebenso geht aus q auBer der Tangente \(\p\ noch eine 
zweite Tangente t^ an ^^^\ welche von jener harmonisch 
getrennt wird durch das Strahlenpaar | qa { und | qb |. 

Die beiden Tangenten t und f sclineiden sich in dem 
vierten harmonischen Punkt auf | ab | = | (S6J, welcher 
von dem Schnittpunkt (pq, ob) harmonisch getrennt wird 
durch das Punktepaar ab. 

Nennen wir diesen Schnittpunkt vorlaufig 

(«')-r'; 

dann miissen, weil die Seiten der beiden Dreiccke 

StaSe^ und pqr' 

denselben Kegelschnitt S^^^ beriihren, ihre sechs Ecken auf 
einem Kegelschnitt liegen. Die drei Punkte 21, 93, E^ bilden 
aber ein Punktetripel der C^^\ weil ihre konjugierten Punkte 
?li93iS auf einer Geraden liegen (2.), also muB dieser Kegel- 
schnitt der C^^^ in drei weiteren Punkten begegnen, die eben- 
falls ein Tripel bilden; von diesen sind p und q zwei Ecken; 
zu ihnen giebt es nur einen einzigen bestimmten dritten 
Tripelpunkt und derselbe muB offenbar r' sein, also auf 
I ab I ^ I SSi I liegen; es giebt aber auf |S6i| nur noch 
einen dritten Punkt der C^^\ namlich r, folglich muB identisch 

r' — r 
sein, und wir erhalten den Satz: 

Schneidet eine beliebige Gerade die C^^^ in drei 
Punkten 31,93,6, deren konjugierte Punkte 3li,93i,6i 
seien, so bilden die drei Punktepaare SlSt^, 9393^, 66i 
die drei Paar Gegenecken eines vollstandigen Vier- 
seits; die drei Diagonalen desselben | 2121J, |9393J, 
|(SSil begegnen der 0**^ in drei neuen Punkten p, q, t, 
welche ein Tripel der 6^'^^ bilden. 

Da p, q, r Tripelpunkte der C^^^ sind, so miissen ihre 
drei konjugierten Punkte puqi^r, auf einer Geraden liegen 
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Dies sind aber bekanntlicli diejenigen drei Punkte, in welchen 
die Tangenten in 2193 S (oder in StiSSiSJ zuin dritten Mai 
der C^^^ begegnen; wir erhalten daher den doppelten Satz: 

Schneidet eine Gerade die C^^^ in drei Punkten 
21, 93, S, so treffen die Tangenten in denselben die 
C^^^ zum dritten Mai in drei neuen Punkten, welche 
wieder auf einer Geraden liegen, und: 

Zieht man in drei Tripelpunkten 9li,95i,(£i einer 
C^^^ die drei Tangenten, so treffen dieselben die C^^^ in 
drei neuen Punkten, welche auf einer Geraden liegen. 

(Sind insbesondere die drei Punkte 81, 93, S auf der 
unendlich entfernten Geraden g^ gelegen, werden also die 
drei Tangenten in den unendlich entfernten Punkten der C(^> 
die Asymptoten derselben, so miissen diese ebenfalls der C^^^ 
in drei neuen Punkten begegnen, welche auf einer Geraden 
liegen.) 

5, Die letzten beiden Satze sind nur spezielle Falle 
von etwas allgemeineren, zu denen wir auf folgende Weise 
gelangen: 

Schneide eine beliebige Gerade die C^^^ in drei Punkten 
81,93,®, deren konjugierte 8l|,93^,Si seien, und eine be- 
liebige zweite Gerade die C^^> in den Punkten 81', 93', S', 
deren konjugierte 8l{, 93^', ©{ seien, dann liegen bekanntlich 
(2.) diese zwolf Punkte zu je dreien auf folgenden acht Ge- 
raden 



21956 


-d, 


2l'93'6' 


-d', 


2t 95.61 


= 0, 


St '95;©; 


-«', 


956i9l, 


-ft, 


95's;2(; 


= i\ 


esiiSs, 


= c, 


6'3t{95i 


-c, 



und diese acht Geraden bertihren einen und denselben Kegel- 
schnitt des Gewebes, wie wir wissen (§ 3, 5). 

Aus sechs Tangenten des Kegelschnitts konnen wir 
ein Brianchonsches Sechsseit bilden und fur dasselbe den 
Brianchonschen Punkt (Durchschnittspunkt - der drei Ver- 
bindungslinien der Gegenecken) aufsuchen. 

Wenn wir immer das Brian chonsche Sechsseit voran 
und den zugehorigen Brianchonschen Punkt als Durch- 
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schnittspunkt dreier Geraden darunter schreiben, so erhalten 
wir folgendes Schema: 



adlald'V 
%%' !, 1 9595' I, I aV, ha' 

bdch'd'c' 
9595' I, I eS' ', 1 bd, cV 



■) I 

3) I 



' , 5131' , 


ca\ i 


%d '; 


hcaVd cl 








ah\ 


w:; 



,, I cabdolV 

^ 1 1 95^95; !, i e,e; |, i hd, ev \; 

^. I abca^Vcf 

^ I I (£,S; I, I «,«{ I, I ca\ a(f !; 

-V I aVcdhd 

Hieraus wird nun ersichtlich, daB die beiden Dreiseite 

I SlSl' I, I 8395' !, I ee' I und 
|2t,Si;|, I 93 A' I, I ©I®; I 

perspektive Lage haben, well die drei Verbindungslinien 
ihrer entsprechenden Ecken durch einen Punkt laufen [nach 7.)] ; 
folglich miissen auch die drei Schnittpunkte ihrer entr 
sprechenden Seiten auf einer Geraden liegen; nennen wir 
diese Schnittpunkte 

(9393', 93,93;) « 95", 
(S6', 6,6;)-©", 

so sind dies ofFenbar die dritten Schnittpunkte der drei Ge- 
raden I aSl' I, I 9593' I, I 66' I mit der C^. Wir erhalten 
also den doppelten Satz: 

Trifft eine Gerade g die C^^> in den drei Punkten 
31,93,6 und eine beliebige zweite Gerade (f die C^*> 
in 31', 93', 6', und man verbindet die drei ersten Punkte 
in irgend welcher Weise mit den drei letzten durch 
drei Gerade 
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5131' I, 1 9393' I, I ee' I, 

so treffen diese drei Verbindungslinien die C^*^ in 
drei neuen Punkten einer Geraden. 

(Die Zuordnung der drei ersten zu den drei andem 
Punkten ist dabei ganz irrelevant.) 

Andererseits: 

Hat man zwei beliebige Tripel Sli58i®i und 
2l{93{®{ der C^^\ und man verbindet die drei ersten 
Punkte in irgend welcher Weise mit den drei letzten 
durch drei Gerade \ 2t,Si; |, | 95^ 95; |, | 61®; |, so treffen 
diese drei Verbindungslinien die C^^^ in drei neuen 
Punkten einer Geraden. 

(Die Zuordnung der drei ersten Punkte zu den drei 
andern ist dabei ganz irrelevant.) 

Fallen in diesen beiden Satzen insbesondere die ge- 
strichenen Punkte mit den ungestrichenen zusammen, so 
erbalten wir die Satze von 4. Fiigen wir noch zu den 
obigen Punkten %", 95", ©" ihre konjugierten Slj', 95^', ©{' 
hinzu, namlich 

(sisi;, %,%')^%[\ 

(9595;, 95,95') = 95;, 

(se;, 6,s')«e;', 

so bilden oflfenbar %[\ 95;', ©;' ein Tripel der C'^^\ und wir 
konnen den dritten Satz aussprechen: 

Trif ft eine Gerade g die C^^^ in den drei Punkten 
St, 95, ®, nimmt man ferner ein beliebiges Tripel 
Si;, 95;, ®; der C(3>, und verbindet die drei ersten 
Punkte in irgend einer Weise mit den drei letzten 
durch drei Gerade \%%[\, | 9595; |, | ©S; |, so treffen 
diese drei Verbindungslinien die C^^^ in drei neuen 
Punkten, welche ein Tripel der C^^^ bilden. 

(Die Zuordnung der drei ersten Punkte zu den drei 
andem ist dabei ganz irrelevant.) 

Auch diese Satze sind nur spezielle Falle von noch 
allgemeineren, zu denen wir im nachsten Paragrapben ge- 
langen. 
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§ 9. Erzeugung der C^^^ yermittelst eines Kegelschnitt- 
baschels und eines mit ihin projektiyen Strablbuschels. 

1. Nehmen wir irgend vier Punkte der C^^^ 

21, 93, 6, 2) 

und Ziehen die Geraden | 8193 | und | S3) |, welehe resp. in 
Ci und Cg der Kurve zum dritten Mai begegnen, so miissen 
nach dem in § 8, 6 bewiesenen Satze die drei Verbindungs- 
linien | 21® |, | 932) | und | c^Cg | der C^^^ in drei Punkten einer 
Geraden begegnen; ebenso rnussen auch | 312) |, | 95® | und 
I Cj C2I der (7^*) in drei Punkten einer anderen Geraden begegnen; 
treflfen also die sechs Seiten des vollstandigen Vierecks 
2193(52), namlich 



2193 
(S2) 

2ie 

952) 
935 
212) 



die Kurve C(^> in c^, 



K, 



?? fy V 7} 

;? ?» 77 » ^27 

W 7? 77 77 ^17 

77 77 77 77 ^i? 



so mussen sich 

in einem und demselben Punkte D der C^^^ begegnen. Diese 
drei Geraden sind also drei Strahlen eines Strahlbiischels D; 
die drei Linienpaare 

I 2193 I und I 62) I, | 2l(S | und | 932) |, | 695 | und | 212) | 

konnen wir als drei ausgeartete Kegelsclinitte des Baschels 
mit den vier Grundpunkten 219562) auffassen und den drei 
Strahlen des Strahlbiischels D entsprechend setzen; durch 
drei Paare entsprechender Elemente ist eine projektive Be- 
ziehung zweier Gebilde gerade bestimmt. Wenn wir dein- 
gemaS das Kegelsehnittbtlschel [219562)] auf die in § 4, 5 
angegebene Weise auf ein einfaches Strahlbuschel reduzieren 
und dasselbe mit dem Strahlbuschel D durch diese drei 
Paare entsprechender Elemente in projektive Beziehuc^ setzen, 
so haben wir dadurch das Kegelschnittbiischel [219563)] 
selbst auf das Strahlbuschel D projektiv bezogen, so daB 
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den drei Linienpaaren desselben die drei Strahlen | D a^ a2 1^ 
IDbibgl? ICJCjC^I des Strahlbtischels D entsprechen. Nun 
wird jedem Kegelschnitt des Buschels [21 35 ©35] ein be- 
stimmter StrabI des Strahlbtischels O und umgekehrt ent- 
sprechen, und wir konnen nach dem gesamten Orte der 
Durchschnittspunkte entsprechender Elemente der beiden 
projektiven Gebilde fragen. 

Dieser ist eine Kurve dritter Ordnung Cf^y denn eine 
beliebige Gerade g schneidet das Kegelschnittbiischel in einer 
Punktinvolution, das Strahlbiischel D in einer einfachen 
Punktreihe und beide Gebilde stehen in projektiver Beziehung; 
sie haben aber, wie wir in § 4, 3 gesehen haben, im AU- 
gemeinen drei incidente Punkte, in welch en ein Punkt der 
Punktreihe mit einem Punkte des entsprechenden Punkte- 
paares der Punktinvolution zusammenf alien, und diese drei 
Punkte gehoren dem gesuchten Orte an; derselbe ist also 
von der dritten Ordnung. [Wir konnen uns auch in folgender 
Weise davon tiberzeugen, daB das Erzeugois beider pro- 
jektiver Gebilde eine Kurve dritter Ordnung ist: Die be- 
liebige Gerade g schneidet die Kegelschnitte des Biischels 
[SI S3 S3)] in den Punktepaaren j^j^ einer Punktinvolution; 
die Strahlenpaare | OjEij, | C)E2l liefern eine Strahleninvolution; 
ein beliebiger durch D gelegter Kegelschnitt S^^^ schneidet 
das Strahlenpaar in \)^ t^.^ und die Durchbohrungssehne | ^i ^^ i 
lauft durch einen festen Punkt @ und beschreibt ein Strahl- 
biischel, auf welches das Kegelschnittbiischel reduziert wird. 
Dieses Strahlbiischel [©] ist mit dem Strahlbiischel [D] 
projektiv unserer Annahme gemiiB, und die beiden projektiven 
Strahlbiischel [@] und [D] erzeugen daher einen Kegel- 
schnitt K^'^y welcher mit dem vorigen 5J^^^ auBer D noch 
drei Punkte im allgemeinen gemeinschaftlich hat. Dieselben 
mit D verbunden geben drei Strahlen, welche offenbar g in 
den gesuchten drei Punkten des Ortes treffen, welche auf g 
liegen. Der erzeugte Ort ist daher eine Kurve dritter Ord- 
nung, weil er auf jeder beliebigen Geraden drei Punkte hat, 
von denen immer einer reell sein muB, wahrend die beiden 
andem auch konjugiert-imaginar sein konnen.] Das Er- 
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zeugnis geht, wie unmittelbar einleuchtet, durch die vier 
Gnmdpnnkte Sl^ 93, S, ^ des Xegelsclmittbiischels und durch 
den Mittelpunkt D des Strahlbiiscliels, iind enthalt die 
sechs Punkte Ctidg, bib2? ^i^; ^-Iso schon elf Punkte unsererC^*^. 

Da aber zwei Kurven dritter Ordnung nicbt mehr als 
3.3 = 9 Punkte gemein haben konnen, obne identisch zu- 
sammenzuf alien, so ist die erzeugte Kurve C|'^ mit unserer 
C(^> identisch. Hieraus erkennen wir den fundamentalen Satz: 

Wenn wir durch irgend vier Punkte ?[, 93, ®, S) 
einer C<^^ ein Buschel von Kegelschnitten legen, von 
denen jeder der Kurve nochin zwei weiteren Punkten 
iih begegnet, so lauft die Sehne ISi^gl bestandig 
durch einen festen Punkt D der C<*) und beschreibt 
ein Strahlbiischel, welches mit dem Kegelschnitt- 
buschel [Sl95eS)] projektiv ist. 

Wir woUen den von §19362) abhangigen Punkt D der 
C^^\ der schon durch zwei Linienpaare bestimmt wird, den 
Gegenpunkt des Punktquadrupels ?1936® nennen. 

2. Wir konnen das gewonnene Resultat auch anders 
auffassen: 

Gehen wir von vier beliebigen Punkten der C^^^ aus 

31, 93, S und D 
und mogen die Geraden 

I 95© I der C^3) zum dritten Mai begegnen in ai, 

\ ^ '^ \ 77 W ?? ?J . >? 7? j; *^1 7 

I 9ISB I c 

\ '^'^ \ i7 7> 77 7? 77 7? 77 ^7 

, ^^l I 77 77 77 :7 77 77 77 ^7 

I ^ *^1 I W 77 77 77 77 77 77 ^27 

I *^^1 ' 71 77 77 >7 77 77 77 ^7 

so werden nach dem obigen Satze (§ 8,5), weil 

21, 95, C, auf einer Geraden liegen 

^'n *^SJ7 '"^^ 77 77 77 77 

auch die dritten Schnittpunkte von 

I 2l6i I7 I ^h I7 I Oci I 
auf einer Geraden liegen miissen; der erste ist 6, der dritte Cg, 
also schneiden sich j 956^ I ^^^ | SCg | in einem Punkte der C^^\ 
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Weil ebenso 
, 95, S, a^ auf einer Geraden liegen 

SO miissen auch die dritten Schnittpunkte von 

I ^^1 I? I Scg I, I Oa^ I 

auf einer Geraden liegen; der erste ist SI, der dritte a2, also 
schneiden sich I ©Col und I StOo I in einem Punkte der C^^\ 
Der Strahl iSc^j enthalt aber nur noch einen dritten Kurven- 
pnnkt 2), also schneiden sich 

I na, I, I 936, 1, I 6c, | 

in einem und demselben Punkte 2) der Kurve C^^\ Jetzt 
ist wiederum D der Gegenpunkt des Punktquadrupels SI S3 S 2), 
aJso jeder durch gezogene Strahl des Strahlbuschels muB 
C^^^ in zwei Punkten Ji, i^ begegnen, welche mit S195©S) 
auf einem Kegelschnitt des Biischels [21 95 ©3)] liegen, und 
wir erhalten den Satz: 

Nimmt man auf einer C^^ drei beliebige Punkte 
Stt, 95, ©, und zieht durch einen beliebigen vierten 
Punkt O derselben Strahlen, deren jeder in zwei 
weitereh Punkten jj, j^ der C^^^ begegnet, so wird der 
veranderliche Kegelschnitt [SlSSSjiEg]? welcher durch 
diese ftlnf Punkte bestimmt wird, noch durch einen 
yierten festen Punkt 2) der C<^^ laufen und ein 
Kegelschnittbiischel beschreiben, welches mit dem 
StrahlbUschel [D] projektiv ist. 

3. Aus der Erzeugung der C^^^ vermittelst eines Kegel- 
schnittb^schels und eines mit demselben projektiven Strahl- 
btlschels konnen wir auch zurtickgelangen zur ursprunglichen 
Erzeugung der C^^^ (§ 3) vermittelst zweier Strahleninvolu- 
tionen in projektiver Beziehung und halb-perspektiver Lage, 
wenn wir die Grundpunkte des Biischels zweckmaBig wahlen. 

Seien die Grundpunkte des Eegelschnittbiischels SI 95©^ 
und der zugehorige Gegenpunkt ^P^, so wird dem besonderen 
Kegelschnitt des Biischels, welcher durch ^^ geht, als ent- 
sprechender Strahl des Strahlbiischels ^^ die Tangente der 
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C<3) im Punkte ^^ zugehoren. Wenn also diese Tangente der 
C^^^ zum dritteu Male in % begegnet, so miissen die sechs 
Punkte 21, 95, S, IJJ, ^j, X auf einem Kegelschnitt liegen. 
In gleicher Weise muBte, wenn wir fur die Grundpunkte 
eines erzeugenden Kegelschnittbiischels 2l93S$Pi wahlten und 
^ der zugehSrige Gegenpunkt ware, der durch 2195 6 5Pi^ 
gelegte Kegelschnitt als sechsten Schnittpunkt mit der O^^ 
denjenigen Punkt haben, in welchem die Tangente in ^ an 
der C^^^ derselben zum dritten Mai begegnet. Nun schneidet 
aber der durch die funf Punkte 2t, 95, K, ^, 5^^ gelegte 
Kegelschnitt die C^^^ nur noch in einem einzigen sechsten 
Punkte 2, also miissen die beiden Tangenten der C^^^ in ^ 
und ^i sich in einem Punkte X der C^^^ begegnen. 

Dies ist der Fall, wenn wir fiir $P und ^^ ein Paar 
konjugierter Punkte der C^^^ wahlen (§ 2, 7); nehmen wir dies 
an, so hat sowohl das Biischel 

[2195©?^] den Gegenpunkt %, als auch 
[%m^,] „ „ % 

Da aber ^^iX selbst ein Tripel von Punkten der C^'^> 
bilden (§ 8, 3) und der durch dieselben gelegte Kegelschnitt 
der C^^^ in 2195 S begegnet, so miissen auch 21 95 S ein Tripel 
der C'^) bilden (§ 8, 3), und wir erhalten den Satz: 

Legt man durch ein Punktetripel 2195E der C<*> 
und einen beliebigen Punkt ^ derselben ein BUschel 
von Kegelschnitten, deren jeder der C^^^ noch in 
zwei weiteren Punkten begegnet, so lauft die un- 
veranderliche Verbindungslinie der letzteren durch 
einen festen Punkt ^j der C^% den konjugierten zu 
?P und beschreibt daher ein einfaches Strahlbiischel 
5Pi, welches mit dem Kegelschnittbiischel projektiv 
ist; ebenso wie fiir das Punktquadrupel [2195S?P] der Gegen- 
punkt ?Pi ist, ist auch fiir das Punktquadrupel [2t95(£^i] 
der Gegenpunkt ^. • Wir erzeugen hierdurch die C^^> in 
doppelter Weise vermittelst eines Kegelschnittbiischels und 
eines mit ihm projektiven Strahlbiischels. 

4. Legen wir nun durch 2195E5P einen beliebigen Kegel- 
schnitt und lassen denselben von dem entsprechenden Strahle 
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des Strahlbiischels ^^ in j^ und ^^ durchschneiden, so ge- 
horen diese Punkte vermoge der Erzeugung der C^^^ aus dem 
Kegelschnittbiischel und dem mit ihm projektiven Strahl- 
buschel der C^^^ an. Schneidet | ^Ji | die (7(^> zum dritten 
Mai in t)^ und I^Jgl ^i® ^^^^ ^um dritten Mai in ^j, so 
mussen infolge der zweiten Erzeugung auch 

auf einem Kegel&chnitt liegen, dessen entsprechender Strahl 

, ^%,t),\ ist, und StaSS^iEa^i 

auf einem Kegelschnitt liegen, dessen entsprechender Strahl 

Da aber 5(5 Ji^^ ^^^ einer Geraden liegen, ^Pja^i ^^^ 
einer zweiten Geraden liegen, so werden nach unserm obigen 
Satze auch die dritten Schnittpunkte der drei Verbindungs- 
linien ^^ |, I Si?2 1; I ^i^al ^^^ einer dritten Geraden liegen 
mussen. Nun ist | 5P^ | die Tangente in ?P, welche in % 
schneidet; | E1J2 I schneidet in ^1, also mu6 | ^1^2 I ^"^irch 
den dritten Schnittpunkt von |2^^i| gehen; dieser ist aber 
?Pi selbst, weil | I5Pi | die Tangente in ^^ sein soil; also 
folgt, daB auch 5Pit)^5jj auf einer Geraden liegen, und mithin 
§135(5^^1^2 ^^f ^^^ entsprechenden Kegelschnitt bei der 
ersten Erzeugungsart. 

Die vier Geraden 

l^ihhl l^M^l, l?Ei9J, Ifh^il 
Mlden ein vollstandiges Vierseit, dessen drei Paar Gegen- 

ecken '^%, J,^,, 5^^^ sind. 

Wenn wir nunmebr auf den vier Seiteri zu ^ und ^j die 

zugeordneten vierteu harmonischen Punkte aufsuchen, namlich. 

(Ei9«*t,)-=-l, 

SO bilden 8182^1*2 ein Viereck, und es liegen bekanntlich 

ji J2 ^ auf einer Geraden, 

n h 'Pi ;? J? » 

und die Schnittpunkte 
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sind bekanntlich identisch (Fig. 1). 

Lassen wir in die Figur die Bewegung eintreten, welche 
durch die projektive Beziehung der erzeugenden Gebilde ge- 

geben ist, so verandern sich mit EiJ2^i^2 ^^^^ hh^i^i) *^®^ 
es laufen | JjJa | durch den festen Punkt ^ und jtjtg 
durch den festen Punkt ^JJ^. 

Fig. 1 . 



Wegen der harmonischen l^eziehung geht durch jj die 
Polare von $Pi riicksichtlich des Kegelschnitts [SISS^PEiJ^], 
und Ji selbst ist der Schnittpunkt dieser Polare mit dem 
entsprechenden Strahle | ^iJiEg |. Da die Polaren von ^^ 
in Bezug auf samtliche Kegelschnitte des Biischels [9{93S$] 
ein Strahlbiischel beschreiben, welches mit dem Kegelschnitt- 
biische] projektiv ist, dieses aber mit dem Strahlbiischel 
I ^lEiJa I projektiv ist, so folgt, da6 der Punkt j^ bei der 
Bewegung einen Kegelschnitt (das Erzeugnis zweier projek- 
tiven Strahlbtischel) beschreibt. Denselben Kegelschnitt be- 
schreibt offenbar auch jgj die veranderliche Sehne | JiJ^ I dieses 
Kegelschnitts lauft aber durch den festen Punkt $p, folglich 
.wird das Strahlenpaar 

eine Strahleninvolution beschreiben; wir konnen also dea 
Satz aussprechen: 
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Sind 5p und ^^ zwei Punkte der C^^\ deren Tan- 
genten sich in einem Punkte I der Kurve schneiden, 
und dreht man um ^ einen Strahl, welcher in jj und 
% der C^^' begegnet, so beschreibt das Strahlenpaar 
l^iEi I7 I ^1^2 I ^i^® Strahleninvolution. 

In ganz gleicherWeise erkennenwir, daBdas Strahlenpaar 

bei der projektiven Bewegung eine Strahleninvolution be- 
schreibt Diese beiden Strahleninvolutionen [^] und [5(5 J 
sind beziehungsweise projektiv mit den von|^,tit^| und 
$Si J2 1 beschriebenen einfachen Strahlbiischeln. Diese beiden 
Strahl biischel selbst sind aber projektiv (und zwar perspektiv 
gelegen); denn fur die Strahleninvolution [5pj wird jedes 
Strahlenpaar | ^Ji | und | ^J^ | durch den festen Strahl 
I ^^1 I und den veranderlichen Strahl | ^Pjij^ | harmonisch 
getrennt; folglich ist das von | ^JiJ^ | beschriebene Strahl- 
biischel mit der von 1 ^?i | und | ^Jg | t^eschriebenen Strahlen- 
involution projektiv; mit letzterer ist aber auch das Strahl- 
buschel I 5Pit^t2 I projektiv; folglich sind die beiden von 
I 5(5 Ji 5^ I und von | ^Pit^t^ | beschriebenen Strahlbuschel pro- 
jektiv und daher auch die beiden Strahleninvolutionen [5PJ 

vrnd m. 

Sie befinden sich aber auch in halbperspektiver Lage, 
weil dem besonderen Kegelschnitt 

[2t9365p5p,3:j, 

welcher beiden Biischeln [318365(5] und [SI 93 (£5(5 J gleichzeitig 
angehort; fiir das eine das Strahlenpaar | 5PiS | und | 5(5i5(5 |, 
fur das andere das Strahlenpaar | 5(5X j und ) 5(55(5^ | zugehort, 
und da dies entsprechende Strahlenpaare der beiden pro- 
jektiven Involutionen [5(5] und [5(5i] sind und den Strahl 
I 5(55(5i I E^ I 5(5i5(5 I gemein haben, so befinden sich die In- 
volutionen in halbperspektiver Lage. 

Hierdurch ist der Nachweis geliefert fur dieldentitat 
der Erzeugnisse bei den beiden verschiedenen Er- 
zeugungsweisen; die Punkte JiJg, ti^^^ erscheinen in der 
Weise geordnet: 

SchrOter, Tbeorie der ebeneu Kurven 3. Ordn. 5 
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hh ^d \),t), 
als Durchschnittspunkte entsprechender Elemente ans dem 
Kegelschnittbilschel [2193®^] und dem ihm projektiven 
Strahlbuschel ^^j in der Weise georduet: 

h^2 und j,t|i 
als Durchschnittspunkte entsprechender Elemente aus dem 
Kegelschnittbilschel [31S365PJ und dem ihm projektiven 
Strahlbuschel ^; in der Weise geordnet: 

E,t|, und i^% 

als Durchschnittspunkte entsprechender Strahlenpaare zweier 
Strahleninvolutionen [^] und [^,] in projektiver Beziehung 
und halbperspektiver Lage * 

5. Aus dieser allgemeinen Erzeugungsweise der C^^^ ver- 
mittelst eines Kegelschnittbiischels und eines mit demselben 
projektiven Strahlbiischels ergeben sich eine Menge Folge- 
rungen, von denen wir einige hervorheben woUen. 

Wenn wir einen beliebigen Kegelschnitt aus dem er- 
zeugenden Biischel [21 93 S 2)] herausnehmen und seine beiden 
tibrigen Schnittpunkte mit C^^^ durch @, 5 bezeichnen, so 
werden, weil auch das Linienpaar | 2195 | und | S® | dem 
Buschel angehort, die beiden dritten Schnittpunkte auf diesen 
Geraden in eioer neuen Geraden liegen mit dem Gegenpunkt 
des Punktquadrupels 2193SD, also auch mit dem dritten 
Schuittpunkt auf | @5 I- ^^^^ giebt den Satz: 

Schneidet ein Kegelschnitt die C^^^ in sechs 
Punkten 21, 93, 6, 2), (S, g und zieht man drei Sehnen 
I 2193 I, I eS) I, I eg I, so schneiden dieselben die CC»> 
in drei neuen Punkten, welche in einer Geraden 
liegen. (Die Gruppierung der sechs Punkte zu je zweien 
ist dabei voUig irrelevant); oder umgekehrt: 

Schneidet eine Gerade die C^^^ in drei Punkten^ 
durch deren jeden eine neue Gerade gezogen wird^ 
welche der C^^^ in zwei weiteren Punkten begegnet. 



♦ F. Schur, Synthetischer Beweis fur die Identit&t einer Tripel- 
kurve etc. (SchlOmilchs Zeitschr. Bd. XXIV.) 
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so liegen die dadurch erhaltenen sechs neuen Punkte 
auf einem Eegelschuitt. 

Man kann insbesondere von diesen sechs Punkten drei 
in einen einzigen zusammenfallen lassen und erhalt dann 
folgendes Ergebnis: 

Schneidet eine Gerade die G^^^ in drei Punkten SI, 93, 6, 
und verbindet man dieselben mit einem beliebigen Punkt ^ 
der CW durch drei Gerade i ^31 |, | ^93 |, | 5^© |, welche 
mit der C^^^ die dritten Schnittpunkte Slj, 93i, S^ haben, 
dann wird ein Kegelschnitt, welcher durch 9li93,Si^ geht und in 
^ die Tangente der C^^^ berUhrt, notwendig in diesem Punkte 
mit der C^^^ drei zusammenfallende Punkte, d. h. eine dreipunk- 
tige Beriihrung haben. Der Krummungskreis dieses Kegel- 
schnitts in ^ wird also gleichzeitig KrUmmungskreis ftlr die 
/7(3) im Punkte ^ sein und kann demgemaB konstruiert werden. 

6. Sind 21, 95, S, 5D die Grundpunkte des erzeugenden Kegel- 
schnittbuschels und D der zugehorige Gegenpunkt, also der 
Mittelpunkt des erzeugenden Strahlbflschels, so wird, wie 
schon in 4. bemerkt wurde, das Schnittpunktpaar jj jg eines 
Bttschelkegelschnitts mit dem entsprechenden Strahl des 
Strahlbiischels harmonisch getrennt durch O und den Schnitt- 
punkt der Polare von D rucksichtlich des entsprechenden Kegel- 
schnitts. Da aber bekanntlich die Polaren von D in Bezug auf 
samtliche Kegelschnitte des Biischels durch einen festenPunkt^^ 
laufen und ein Strahlbiischel beschreiben, welches mit dem Kegel- 
schnittbiischel projektiv ist, also auch mit dem erzeugenden 
Strahlbiischel [D] projektiv sein muS, so erzeugen die Strahl- 
biischel [D] und [5p] einen Kegelschnitt und wir erhalten den Satz : 

Zieht man durch einen Punkt D der C^^^ Strahlen, 
deren jeder in einem weiteren Punktepaare der C^^^ 
begegnet, und bestimmt man zu O den zugeordneten 
vierten harmonischen Punkt riicksichtlich des 
Punktepaars, so beschreibt derselbe einen Kegel- 
schnitt, welcher durch D geht und dieselbe Tangente 
in D hat, wie die C^^\ 

Wir wollen diesen Kegelschnitt D^^^ die konische 
Polare des Punktes D nennen; da sie schon in D zwei 

6* 
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zusammenfallende Punkte mit der (7^^> gemein hat; so schneidet 
sie dieselbe im allgemeinen noch in vier weiteren Ponkten^ 
die mit D verbunden o£Eenbar yier Tangenten aus an die 
C^^^ liefem, weil bei vier harmonischen Punkten, wenn zwei 
derselben zasammenfallen^ auch der letzte in diesen hinein- 
fallen muB. Wir schlieGen also: 

Es gehen im allgemeinen ans einem Punkte D 
der C^^^ auBer der Tangente in D selbst noch vier 
Tangenten an die C'*'; die vier Berfihrungspunkte 
derselben liegen auf einem Eegelschnitt D^^\ der 
konischen Polare von D, welcher in D dieselbe Tan- 
gente hat mit C^^\ 

Nehmen wir einen dem Punkte D unendlich nahen 
Punkt D' der C^*^ und legen aus ihm die vier neuen Tan- 
genten an die Kurve, so erhalten wir vier neue den vorigen 
unendlich benachbarte Beriihrungspunkte, und der vorige 
Kegelschnitt kann auch aufgefaBt werden als gelegt durch 
die beiden Punkte D, D' und die vier Schnittpunkte je 
zweier unendlich naher Tangenten aus D und D', weil der 
Schnittpunkt zweier unendlich benachbarter Tangenten an 
Stelle eines jeden der beiden Beriihrungspunkte gesetzt 
werden darf. Da nun solche sechs Punkte auf einem Kegel- 
schnitt liegen ; so muB das Doppel verbal tnis des Tangenten- 
quadrupels aus D dem Doppelverhaltnis des Tangenten- 
quadrupels aus D' gleich sein; und gehen wir von D' zu 
einem neuen unendlich benachbarten Punkt D" uber und so 
fort auf der C^^\ so behalt das Doppelverhaltnis des Tangenten- 
quadrupels bei festgehaltener Zuordnung immer denselben 
Wert. Wir konnen also den Satz aussprechen: 

Das Doppelverhaltnis des Tangentenquadrupels 
aus einem Punkte D der C^^^ fur beliebige Zuordnung 
behalt bei der Veranderung des Punktes D auf der 
C^^\ aber festgehaltener Zuordnung, immer denselben 
konstanten Wert. (Vergl. § 13,3.) 

Dies ist eine eigene charakteristische Konstante fiir die 
Kurve dritter Ordnung, und je nachdem dieses Doppel- 
verhaltnis ein harmonisches oder ein aquianharmonisches 
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ist, kann mah eine solche C^^^ eine faarmonische oder aqui- 
anharmonisclie nennen und die Eigenschaften dieser besonderen 
Kurven C^^^ aufsuchen. Auf die aus der Unveranderlichkeit 
dieses Doppelverhaltnisses heryorgehenden weiteren Eigen- 
schaften der allgemeiaen C^^^ werden wir noch spater Ge- 
legenheit haben naher einzugehen. 

7. Sind 51 und Sl^ zwei konjugierte Punkte der C^*^, und 
konstruiert man in der angegebenen Weise ihre konischen 
Polaren 21'*^ und 81 J^^, so wird, wenn die Verbindungslinie 
I 2l3li 1 der C^^^ zum dritten Mai in %^ begegnet, der Kegel- 
schnitt 21^^^ durch den vierten harmonischen Punkt 21' 

gehen, wofem (H^ 2C, 2C «') - - 1 

ist, und der Kegelsehnitt 2lJ'^ wird durch den vierten har- 
monischen Punkt 2l{ gehen, wofern 

(2121^21,21;)- -1 

ist. Es ist also 2I2 sowohl der vierte harmonische zu % 
zugeordnete Punkt riicksichtlich des Paares 2l|2i;, als auch 
der vierte harmonische zu %^ zugeordnete Punkt riicksicht- 
lich des Paares 2121'. Die Polare von 21 rdcksichtlich des 
Kegelschnitts 2lJ^^ geht also durch denselben Punkt 2I2, wie 
die Polare von 21, riicksichtlich des Kegelschnitts 21^^^, 
namlich durch den dritten Schnittpunkt 2I2 von | 2121, | mit 
der G^^\ 

Da femer ein Strahlenpaar der zu 21 zugehorigen Strahlen- 
involution und das entsprechende Strahlenpaar der zu St, 
zugehorigen Strahleninvolution sich in zwei Paaren kon- 
jugierter Punkte ^ ^^^ ^^^ ?) und D, 

durchschneiden, der Schnittpunkt (Diagonalpunkt) 

(X3e„ g)2),) = E. 

aber auf den vierten harmonischen Strahlen durch 21 und 2l„ 
die dem gemeinsamen Strahl 1 2121, | zugeordnet sind riicksicht- 
lich beider Strahlenpaare, liegen muB, wie aus der bekannten 
Eigenschaft des Vierseits folgt, so sind einerseits 5, und 21, 
konjugierte Punkte fiir den Kegelsehnitt 21 (^^, anderseits £, 
und 21 konjugierte Punkte fiir den Kegelsehnitt %[^\ Es ist 
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also die Gerade | Si?l2 1? sowohl die Polare von %i nach 9l<**, 
als auch die Polare von SI nach %l^\ Wir erhalten also 
den Satz: 

Sind % und %i zwei konjugierte Punkte der C^^\ 
?l^*> und 21^*^ die konischen Polaren jener Punkte, so 
ist die Polare von 21 riicksiehtlicli des Kegelschnitts 
%f* identisch mit der Polare von 21^ riicksichtlich 
des Kegelschnitts 21'*^ 

Diese Gerade, welche durch den dritten Schnittpunkt 
21, von I 21 21 J mit der (7<3) hindurchgeht 

ist nichts anderes, als die uns bekannte gerade Linie I 
(§ 3, l), welche die projektive Beziehung der beiden er- 
zeugenden Strahleninvolutionen vermittelt und der wir hier 
eine neue Bedeutung abgewonnen haben. 

Die allgemeine Giltigkeit des vorigen Satzes fur zwei 
beliebige Punkte 21 und 93 werden wir spater bei der Unter- 
suchung der Polareigenschaften der C^^^ kennen lernen (§ 21). 

8. Schneidet ein durch die vier Grundpunkte eines er- 
zeugenden Kegelschnittbtischels [21 95 6 ®] gelegter Kegel- 
schnitt die C^^^ noch in @ und 5? so geht die Sehne | S^ | 
durch den Gegenpunkt D des Punktquadrupels [21 95 S 35]; 
sind nun (S^ und 5i ^^^ konjugierten Punkte zu ® und 5 
in dem alten Sinne, so ist der Schnittpunkt (®5; ®i5i) "^ ^5 
folglich miissen auch 2l95©2)@igi auf einem Kegelschnitt 
liegen, also: 

Liegen irgend sechs Punkte 21, 95, ©, D, 6, g einer 
C^^^ auf einem Xegelschnitt, und nimmt man zu 
irgend zweien derselben (etwa 6 und g) die kon- 
jugierten Punkte (@i und g,), so liegen die vier 
iibrigen 21, 95, 6, S) auch mit diesen beiden neuen 
Punkten ®i,5i ^^^ einem Kegelschnitt 

Hieraus folgt, daB wenn 6^, S)^ die konjugierten Punkte 
zu 62) sind, auch 21, 95, ©j, ©i, 6^, 5i ^^^ einem Kegel- 
schnitt liegen miissen, und endlich, wenn 21^, 95^ die kon- 
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jugierten Punkte zu 3195 sind, daB auch 31^, S5i,©i,®^,6i,5i 
aaf einem Eegelschnitt liegen miissen; also gilt der Satz: 

Liegen irgend sechs Punkte einer C^^^ auf einem 
Eegelschnitt, so liegen auch ihre sechs konjugierten 
Punkte auf einem Kegelschnitt. 

Dies laBt sich auch anders auffassen: 

Zu dem Punktquadrupel [31 95® 2)] ist der zugehorige 
Gegenpunkt der dritte Schnittpunkt von | ©5 I ^i* ^®^ ^'^^^5 
zu dem Punktquadrupel [SC^ 95^ 6^ S)J ist der zugehorige 
Gegenpunkt der dritte Schnittpunkt von | (S^^i I ^i* ^^^ ^^^^ 
da aber \(B%\ und | ©i^i I sich in einem Punkte D der C^^^ 
schneiden, so folgt: 

Ist zu einem beliebigen Punktquadrupel 3195SS) 
auf der C^^^ der zugehorige Gegenpunkt D, und nimmt 
man die zu8l95e5) konjugierten Punkte 31^, 95i, ©i, ©i, 
so hat dieses Punktquadrupel als zugehorigen Gegen- 
punkt denselben Punkt D der C^^\ 

Suchen wir zu zwei Paaren konjugierter Punkte 3l3li 
und 95 95^, als Punktquadrupel aufgefaBt, den zugehorigen 
Gegenpunkt, so wird, weil das Linienpaar | 3195 |, | 31^951 | 
selbst in einem Punkte der C^^> sich begegnet 

(3195, 3li950==5p, 

die Tangente in ^ den Gegenpunkt enthalten; wenn daher 
|8l3li| und I 9595^1 die dritten Schnittpunkte 31^ und 95^ 
haben, so muS auch ( 31^952 | diesen Gegenpunkt enthalten; 
nennen wir ihn ^', so liegen 312 952^' auf einer Geraden, 
und 5P' ist der dritte Schnittpunkt der Tangente in ^. 
Nehmen wir in gleicher Weise die Punkte 

naben 
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Schnittpunkt ©2? 


®®1 7, 


77 '^2 7 
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so liegen sowohl 812^2^' ^° einer Geraden^ 
als auch €^2^2^' 77 n n 

und gggaad' „ „ „ ; 

da aber $, 0,91 auf einer Geraden liegen, sobald %^ 93, (S, S, (S^ % 
sich auf einem Kegelschnitt befinden (5.), da femer anch 
?P', C, 91' auf einer Geraden liegen mflssen (§ 8, 4) als die 
dritten Schnittpunkte der Tangenten in den Punkten ^,D,9l 
einer Geraden, und da endlieh durch ?P', D', SR' die drei Ge- 
raden I^P'SlgSjL IC^'Ss^^ai, |SR'®252l geten, so mfissen 
%^y SBg, ©2; ®2; ®2> 1^2 ^^f einem Kegelschnitt liegen (5.); 
also gilt der Satz: 

Liegen sechs Punkte ?l, », S, S), @, 5 einer C^^j 
auf einem Kegelschnitt, so liegen nicht nur ihre 
sechs konjugierten Punkte S^i, 95i, S^, 2)i, @,, ^i auf 
einem zweiten Kegelschnitt, sondern auch die dritten 
Schnittpunkte^ 2lj, SSg, ©2? ®2> ®2^ 52 ^®^ sechs Ver- 
bindungslinien | ««, |, | «93J, | m, \, \ S)®, |, | @@. |, 1 35^ | 
auf einem dritten Kegelschnitt. 

Die konjugierten Punkte zu ?l2? ®2> ®2) ®2; ®2 7 82 ^^^^ 
nun bekanntlich diejenigen Punkte 81', 93', . . ., 5' ^^^ ^'*'? i^^ 
welchen die Tangentenpaare fur 3l8(i, 9395x, ..., tJSi sich 
treflfen, und da Slg, SSg, ..., ^2 ^^f einem Kegelschnitt liegen, 
so mUssen nach dem vorigen Satze auch ihre konjugierten 
Punkte 21', 93', . . ., 5' auf einem Kegelschnitt liegen; also gilt 
der Satz: 

Liegen sechs Punkte 21, 95, S, S), @, 5 einer C^^j 
auf einem Kegelschnitt, so treffen die sechs Tan- 
genten der C^^^ in diesen Punkten die Kurve in sechs 
neuen Punkten 21', 93', 6', S)', ©', g', welche ebenfalls 
auf einem Kegelschnitt liegen. 



§ 10. Konstruktion der (7>^) durch neun willkfirlich 
und unabhSngig yoneinander gegebene Punkte. 

1. Die Erzeugung einer C^^^ durch ein Kegelschnitt- 
btischel und ein mit demselben projektives Strahlbiischel 
fahrt zur Konstruktion der Kurve durch eine zu ihrer Be- 
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stimmung notwendige Anzahl von Punkten; da die Kurve 
durch die Grundpunkte des Biischels a, b, c, b und den Mittel- 
punkt £) des erzeugenden Strahlbiischels selbst hindurchgeht^ 
und da drei Paare entsprechender Elemente der beiden Ge- 
bilde die projektive Beziehung bestimmen, so erhalt man 
dadurch 4 + 1 + 3.2 = 11 Punkte der Kurve, die aber nicht 
voneinander unabhangig sind; vielmehr ist schon der Gegen- 
punkt D durch die vier Grundpunkte a, b, C, b bestimmt, 
und auf drei durch D gelegten Strahlen des Strahlbiischels 
liegen je zyrei Punkte mit D auf einer Geraden. Wir konnen 
daher nur die vier Grundpunkte a, b, C, b als unabhangig 
voneinander. gegeben annehmen und von den Durchschnitts- 
punkten eines Kegelschnitts des Biischels mit dem ent- 
sprechenden Strahl des erzeugenden Strahlbiischels immer 
nur einen; nehmen wir nur drei solcher Punkte, so ist fiir 
jede beliebige Annahme von D die projektive Beziehung der 
beiden Gebilde gerade erst bestimmt. 
Wir wollen daher vier Punkte 

annehmen -und den Punkt D so zu bestimmen suchen, daB 
fiir ihn den vier Kegelschnitten: 

[abcbc], [abcbf], [abcbg], [abcbl^], 

die wir zur Abkiirzung so bezeichnen wollen 

vier Strahlen ^ Jv isj^y; 

|0e|, |Df|, IDgl, | D^ | 

projektiv entsprechen, die wir, ebenfalls zur Abkiirzung, so 
bezeichnen wollen Dfcfab') 

Durch die Projektivitat 

[obcb]{ef9^)AD(cf9^) 

ist der Punkt D noch nicht bestimmt, sondem auf einen 
gewissen Ort beschrankt, einen Kegelschnitt, welcher durch 
cfg]^ geht und ein bestimmtes Doppelverhaltnis fafit. Der 
Ort eines Punktes D, welcher nach vier gegebenen Punkten 
^7 fi Qy ^ ^'^®^ Strahlen sendet, die ein Doppelverhaltnis von 
gegebenem Werte liefern, ist bekanutlich ein Kegelschnitt, 



74 Theorie der ebenen Eurven dritter Ordnang. 

der so konstruiert werden kann: Man ziehe |ef|, |^eg|, |el^| 
und bestimme durch c denjenigen vierten Strahl t, welcher 
mit den drei ersten Strahlen den gegebenen Wert des kon- 
sianten Doppelverhaltnisses liefert, dann wird der Kegel- 
schnitt ^^'^\ welcher durch efgl^ geht iind in c die Gerade t 
beruhrt, wodurch er gerade bestimmt ist, der Forderung 
der Aufgabe geniigen, also der Ort von D sein. 

Der Wert des Doppelverhaltnisses ist aber hier gegeben 
durch die vier Eegelschnitte des Biischels 

[aBcb](cfg^), 

welches man auf ein Strahlbuschel reduzieren kann (§ 4, 5), 
indem man entweder in einem der vier Grundpunkte die 
vier Tangenten an diesen Kegelschnitten zieht, oder auf eine 
gerade Punktreihe, indem man durch einen der Grundpunkte 
eine beliebige Transversale zieht, welche den Kegelschnitten 
in vier Punkten begegnet, die den Wert des Doppelverhalt- 
nisses liefern. 

Aus dem Vorigen geht hervor, da6 durch die acht 
Punkte a, b, C, b, e, f, g, f| nicht nur eine C<^> gelegt werden 
kann, sondern unendlich viele; denn jeder Punkt D des ge- 
fundenen Kegelschnitts SE^*' darf als Mittelpunkt eines er- 
zeugenden Strahlbiischels gewahlt werden, wodurch dann 
die ganze Beziehung der beiden erzeugenden projektiven Ge- 
bilde hergestellt ist, also die C^'> voUstandig bestimmt ist. 

2. Nehmen wir nun einen beliebigen Punkt D des 
gefundenen Kegelschnitts und konstruieren die durch ihu 
voUstandig bestimmte C^^\ so wird der Kegelschnitt ^^*> 
mit der C^^^ auBer den fiinf Punkten e, f, g, 1^, D noch 
einen notwendigen sechsten Schnittpunkt gemein haben, 
sodaB die Projektivitat erftillt wird 

[abcb](cfg]^o) A D(efg^o); 

nehmen wir aber einen beliebigen andern Punkt Dj des 
Kegelschnitts ^^^\ so erhalten wir dadurch eine andere C]^ , 
welche durch das Kegelschnittbiischel [abcb] und das Strahl- 
bUschel [Dj] erzeugt wird. Aus der Natur des Kegelschnitts 
^^*> geht aber die Projektivitat hervor 
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0(ef9^o)ADi(ef9^o), 

folglich gilt auch die Projektivitat: 

[abcb](cf9^o)ADi(ef9t)o), 

woraus folgt, daB auch die Kurve Cf ^ durch den Punkt o 
hindurchgehen muB. Dies gilt fiir samtliche Punkte D, D^, . . . 
des Kegelschnitts ^'^^, folglich ergiebt sich der funda- 
mentale Satz: 

Samtliche Kurven dritter Ordnung C^^\ welche 
durch acht willkurlich und unabhangig voneinander 
gegebene Punkte a, b, c, b, e, f, 9, t) gelegt werden 
konnen, miissen noch durch einen und denselben 
notwendigen neunten Punkt hindurchgehen. 

Sie bilden ein Kurvenbiischel dritter Ordnung 
von gleicher Machtigkeit mit den Punkten eines Kegel- 
schnitts S^*\ also von einfach-unendlicher Mannigfaltigkeit 
(qo^), wie das ebene Strahlbiischel oder die gerade Punktreihe. 

Wir konnen den vorigen Satz auch so aussprechen: 

Wenn zwei Kurven dritter Ordnung C^^^ und C[^^ 
sich in neun Punkten begegnen, so muB jede Kurve 
dritter Ordnung, welche durch acht dieser Punkte 
hindurchgeht, auch durch den neunten gehen. 

Seiche neun Punkte bilden eine Gruppe von neun 
associierten Punkten, indem jeder derselben als der neunte 
notwendige fiir die librigen acht aufgefaBt werden kann. 

Die vorige Betrachtung gestattet auch die Konstruktion 
des notwendigen neunten Punktes 0, sobald die acht Punkte 
a, hy c, b, C, f, 9, 1^ gegeben sind. 

Man lege die vier Kegelschnitte: 

[obcb](efg^) 

und konstruiere in der oben angegebenen Weise denjenigen 
Kegelschnitt ^(*^, welcher durch C^Q^ geht und das 
Doppelverhaltnis der vier Kegelschnitte faBt; nun vertausche 
man b und ^, lege also die vier Kegelschnitte: 

[abc^](ef9b) 

und konstruiere denjenigen Kegelschnitt ^^^\ welcher durch 
efgb geht und das Doppelverhaltnis dieser vier Kegel- 
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schnitte fa6t; die beiden Eegelschnitte S'*^ und ffij^', welche 
die drei Punkte e, f^ g gemein habeii; mfissen nocli einen 
yierten gemeinschaftliehen Punkt o haben, welcher der ge- 
suchte ist; er kann hiemacli bekanntlich auf lineare Weise 
konstruiert werden. 

3. Der vorige allgemeine Satz liefert eine Menge von. 
speziellen Fallen, von denen wir nur zwei bervorheben 
woUen: 

Sind a, b, c, b, t, f irgend secbs Punkte eines Kegel- 
scbnitts^ so konnen die drei Geraden 

I Ob I, |cb|, lefl 

als eine ausgeartete Kurve dritter Ordnung aufgefaBt werden; 
ebenso die drei Geraden 

|be|, Ifal, |bc|. 

Die neun Durcbschnittspunkte dieser beiden Kurven 
dritter Ordnung bilden also eine Gruppe von neun associ- 
ierten Punkten; sie sind 

a, b, C, b, C, f und 

(ab, be) = p, (cb, fa) « q, (be, cf) - r. 

Da jede Kurve dritter Ordnung, welche durch acbt 
derselben gebt, auch durch den neunten gehen muB, so 
muB die ausgeartete Kurve, welche aus dem Kegelschnitt 
[abcbe] und der Geraden | pc\ \ besteht, auch durch r gehen; 
da aber r nicht auf dem Kegelschnitt liegen kann, weil er 
auf der Sehne | cf | liegt, so mtlssen p, q, t auf einer Ge- 
raden liegen, was den Pascalschen Satz giebt. 

Wenn zweitens drei Kegelschnitte «f ^, fif ^, «f zwei 
gemeinschaftliche Punkte $1, 93 haben, so haben je zwei 
derselben noch zwei weitere Punkte gemein, namlich 

^2*^ und Sg*^ haben gemein die Punkte SI, 95, a^, b^; 
^3 yy ^1 ?J ?? w w ^y ^y ^2? ^25 

% ' J9 ^2 7? w )7 ;; 51, 93, aj, bj; 

demgemaB liegen 
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auf ^\ die sechs Punkte 21, 95, c^, bg; ^$f ^s? 



7) ^2 J> ff » ^9 '^9 ^8) ^'S) ^1? *^1? 



'2 

?7 %^^^ ;; V n 31, 93, ttj, b^, ttg, b^. 

Fassen wir nun den Eegelschnitt 

[3l95a2b2a8b8] und die Gerade | a^bi | 

als eine ausgeartete Kurve dritter Ordnung auf, ebenso den 
Kegelschnitt 

[8l93a8b8aibi] und die Gerade | ttgb^ | 

als eine zweite ausgeartete Eurve dritter Ordnung, so 
bilden die neun Durchschnittspunkte derselben eine Gruppe 
von neun associierten Punkten; diese sind aber 

2l,95,a^,b,,a2,b„a3,b3 und (a^bi, a^b^) - o; 

da nun von diesen die sechs Punkte 

31, 93, a,, bi, Og, b^ 
auf einem Kegelschnitt liegen, so miissen die drei iibrigen 
Oj, bg, auf einer Geraden liegen, d. h. [a^bj, Ici^bgl, \^^W 
sich in einem Punkte o schneiden, was den bekannten Satz 
giebt: 

Wenn drei Kegelschnitte eine gemeinschaftliche 
Sekante haben, so mtissen die drei iibrigen gemein- 
schaftlichen Sekanten je zweier derselben sich in 
einem Punkte schneiden. 

4. Wenn wir zu den acht beliebig auf der C^^> an- 
genommenen Punkten a, b, c, b, c, f, g, 1^ die konjugierten 
Punkte nehmen a^, b^, C^, b^, c^, f^, g,, l^i (in dem friiheren 
Sinne § 2,7), so konnen wir auch zu den letzteren den 
notwendigen neunten Punkt konstruieren; schneiden nun die 
vier Kegelschnitte 

[a, b, c, b] (e, f , 9, ^) 

die C-^^ in den sechsten Punkten e', f , g', 1^', so mtissen nach 
§9,8 auch die konjugierten Punkte derselben c^, f{, g'^, ]^{ 
die sechsten Schnittpunkte der Tier Kegelschnitte 

[a^, bi, c,, bi](ei,fi, g^, ^,) 

sein. Da die vier Sehnen 
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lee", Iff I, i99'l, U^' I 

sich in einem Punkte D der C^^^ schneiden, so mussen, wie 
aus dem Friiheren hervorgeht, auch die vier Sehnen 

|e.e;|, If.ni, Ig.g'J, \\)X\ 

sich in demselben Punkte D der C^^^ schneiden. Legen wir nun 
durch c, f, g, t), D einen Kegelschnitt, so ist sein sechster 
Schnittpunkt mit der C^^^ der notwendige neunte Punkt o fur 
die Gruppe abcbcfgt), und legen wir durch C,, f^, gi, 1^^, D 
einen Kegelschnitt, so ist sein sechster Schnittpunkt der 
notwendige neunte Punkt fGr die Gruppe dib^Cibieifigi^p 
Nun wissen wir aber (§ 9,8), daB wenn die Punkte e, f, g, % 
D, einer C<3> auf einem Kegelschnitt liegen, auch die 
sechs Punkte ^i, fi, gi, f)i, D, auf einem Kegelschnitt liegen 
mussen; also schlieBen wir: 

Wenn man zu irgend acht Punkten einer C^^' den 
notwendigen neunten der Gruppe von neun associ- 
ierten Punkten aufsucht, so ist derselbe identisch 
mit dem notwendigen neunten Punkt der aus den 
acht konjugierten Punkten der ersteren gebildeten 
Gruppe. 

5. Da durch acht unabhangig von einander gegebene 
Punkte unendlich viele Kurven C^^) gehen, die ein Kurven- 
btischel von einfach-unendlicher Mannigfaltigkeit bilden, so 
wird durch einen willkUrlich hinzugefugten neunten Punkt 
nur eine C^^^ gehen und durxjh diese neun Punkte bestimmt 
sein. In der That werden wir sie in f olgender Weise kon- 
struieren konnen: 

Wahlen wir der Deutlichkeit wegen eine etwas ab- 
geanderte Bezeichnung und nennen 

31, 95, e, S), 1, 2, 3, 4, 5 

neun willkfirlich und unabhangig voneinander gegebene 
Punkte (d. h, solche, von denen keine drei auf einer Ge- 
raden, keine sechs auf einem Kegelschnitt liegen und die 
nicht alle neun eine Gruppe von associierten Punkten bilden); 
dann legen wir die vier Kegelschnitte 
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[2r95eS)](l, 2, 3, 4); 
und bestimmen denjenigen durch 1,2,3,4 gehenden Kegel- 
schnitt ^^*\ welcher das Doppelverhaltnis dieser vier Kegel- 
schnitte fafit. Zweitens legen wir die vier Kegelschnitte 
[818363)] (1235) und bestimmen denjenigen durch 123;*) 
gehenden Kegelschnitt ^j'\ welcher das Doppelverhaltnis 
dieser vier Kegelschnitte faBt Dann werden die beiden Kegel- 
schnitte S:^^) und ^p', welche bereits die drei Punkte 1, 2, 3 
gemein haben, nur noch einen einzigen reellen bestimmten 
Punkt D gemein haben; derselbe ist der gesuchte Mittelpunkt 
D des erzeugenden Strahlbuschels, welches mit dem erzeugenden 
Kegelschnittbtischel in der projektiven Beziehung steht: 

[81996®] (12345) A 0(12345); 
diese beiden projektiven Gebilde erzeugen dann diejenige 
C^^\ welche durch die neun gegebenen Punkte geht und 
durch dieselben bestimmt wird. Die Konstruktion des 
Punktes D ist linear auszufiihren; er ist der Gegenpunkt zu 
dem Punktquadrupel 81936®* 

6. Um eine Kurve Cf^ mit einem Doppelpunkt zu er- 
zeugen, konnen wir an Stelle des Kegelschnittbiischels 
[8(956®] eine Strahleninvolution || D || setzen und. dieselbe 
in projektive Beziehung bringen mit einem einfachen Strahl- 
biischel | Di | ; jedem Strahlenpaar der Strahleninvolution 
II D II entspricht dann ein bestimmter Strahl des Strahl- 
buschels I Dj I, und der gesamte Ort der Durchschnittspunkte 
entsprechender Elemente dieser beiden erzeugenden Gebilde 
ist die Cf^. Jeder Strahl durch Dj enthalt daher noch zwei 
Punkte des Ortes, welcher offenbar selbst durch D, geht; 
jeder Strahl durch D enthalt aber nur noch einen Punkt 
des Ortes, fur welchen offenbar D ein Doppelpunkt ist. 
Dem Strahle | DiD j als dem Strahlbflschel j Dj | angehorig 
entspricht in der Strahleninvolution || D || ein Strahlenpaar, 
welches die Tangenten der &J^ in dem Doppelpunkte sind; 

* Diese Konstruktion ist gegeben von Chasles in den Comptes 
rcndns tome XXXVI p. 951 et saiv. Vergl. E. de Jonqui^res: Essai 
sur la gt^n^ration des courbes geom^triques et en particulier sur celle 
de la courbe de quatri^me ordre. Paris 1858. 
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dem Strahle | DDi | als einem Teile eines Strahlenpaares 
der Involution || O {| entspricht in dem Strahlbiischel | O^ | die 
Tangente der C'^^^ im Punkte O^. Aua dieser Erzeugungs- 
wt ise laBt sich die ganze Theorie der Cj^^ ableiten. 

Wir woUen nur noch die Konstrnktion der C^ geben, 
sobald von ihr der Doppelpunkt und die za ihrer Bestimmung 
notwendige und hinreichende Anzahl von weiteren Punkten 
gegeben ist; dies sind^ wie wir sofort erkennen^ noch sechs 
Punkte, indem der Doppelpunkt drei in sich einschlieQt. 
Denn geben wir den Doppelpunkt D und noch sechs ein- 
fache Punkte £),, a, b, c, b, e, 

so konnen wir das Strahlbtlschel 

Dj I abcbc | 

Ziehen und nach D eine Strahlenin volution verlegen, die 
projektiv ist mit dem Strahlblischel |Di|, sodaB von fiinf 
Strablenpaaren derselben Teile durch a, b, C, b, c gehen, 
und solchen Strablenpaaren die Strahlen des vorigen Strahl- 
biischels D, entsprechend sind. Die Bestimmung dieser 
Strahleninvolution || D || fiihrt sehr einfach wieder auf das 
vorige Problem der Projektivitat zuriick. Wir ziehen namlich 
die fttnf Strahlen D I abcbe I 

legen durch D einen beliebigeu Hilfskegelschnitt K'^\ 
welchem diese fiinf Strahlen bez. in 

a', b', c', b', e' 

begegnen, und suchen sodann den eindeutig bestimmten 
Punkt ^ auf, fur welchen die Projektivitat 

5p|a'b'c'b'e'| ADJabcbcl 

erfiillt wird. Die Konstrnktion des Punktes ^ ist oben an- 
gegeben. Ist ^ gefunden, so treflFen die Strahlen 5P|a'b'c'b'e'| 
den Hilfskegelschnitt JT^^) in funf neuen Punkten a", b", 
c", b", c'', und es ist ersichtlich, da6 die Strahlenpaare, 
welche O nach a'a", b'b", c'c'', b'b", c'e" sendet, eine 
Strahleninvolution bilden; diese ist projektiv mit dem ein- 
fachen Strahlbuschel | 5(5 |, folglich auch mit dem Strahl- 
blischel I Di I, und nun haben wir die beiden die C^ ex- 
zeugenden Gebilde, das Strahlblischel | Dj | und die Strahlen- 
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involution | D | in projektiver Beziehung, und das Erzeugnis 
genugt oflfenbar der Forderung der Aufgabe, durch die Punkte 
a, b, c, b, c, den Mittelpunkt des erzeugenden Strahlbiischels 
Di und den Doppelpunkt hindurchzugehen. 



§ 11. Eine andere Losnng der Torhergehenden 

Anfgabe. 

1. Hat man ein Kegelschnittbiischel [SIS3KS)] und ein 
Strahlbiischel [D] in projektive Beziehung gesetzt zur Er- 
zeugong einer C^^\ und entspricht einem beliebigen Kegel- 
schnitt X^^^ des Biischels der Strahl x des Strahlbiischels [O], 
so gehoren die beiden Schnittpunkte 

Si ^Jid h 
von S<*^ und x dem Erzeugnis C^^^ an. 

Zieht man durch einen der vier Grundpunkte des Kegel- 
schnittbiischels, etwa durch S), eine beliebige feste Gerade I, 
welche den Kegelschnitten des Biischels in der geraden 

Punktreihe , v 

(9) 

begegnet, so wird diese vom Punkte t) auf I beschriebene 
Punktreihe mit dem Kegelschnittbiischel (§ 4, 5), also auch 
mit dem Strahlbiischel D | re | prqjektiv sein. 

Wir legen nun den besonderen Kegelschnitt X^^\ welcher 
durch die fiinf Punkte 

SI, », S, S), D 

geht und der Geraden I in. % begegnet, den veranderlichen 
Strahl X aber in j' treflfe, dann werden die drei Kegelschnitte 

3e(2), 3E,'^ und [Ix], 

von denen der letzte ein Linienpaar ist, den gemeinschaft- 
lichen Punkt 5D haben, also je zwei derselben noch drei 
iibrige gemeinschaftliche Punkte, namlich 

X(2> und Xf: SlSSe, 
Xf „ [Ix]: %Di'. 

Sohrdterf Theorie der ebenen Kurren 3. Orda. 6 
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Nach einem bekannten Satze (Th. d. K. S. 242): „Wenn 
drei Eegelschnitte einen Punkt gemein haben^ so haben 
je zwei derselben noch drei andere Punkte gemein, welche 
ein Dreieck bilden; die neun Seiten der dadurch er- 
haltenen drei Dreiecke beriihren einen und denselben Kegel- 
schnitt", werden daher die Geraden 

\mi \m\, \m\, \n,\, i^ej, x, \%d\, \%i^\ 

einen Kegelschnitt ^^^^ beriihren. 

Lassen wir nun die durch die projektive Beziehung der 
beiden erzeugenden Biischel gegebene Bewegung in die Figur 
eintreten, so verandert sich auch der Kegelschnitt ^^^\ er 
wird aber bestandig die vier festen Tangenten behalten 

121931, 1 816 1, \m\, |09«l, 

also eine Kegelsehnittschar beschreiben; auf einer der vier 
gemeinschaftlichen Tangenten dieser Kegelsehnittschar be- 
findet sich ein fester Punkt D, aus welchem an die Eegel- 
schnitte der Schar die jedesmalige zweite veranderliche Tan- 
gente x gelegt wird. Diese beschreibt daher ein Strahl- 
buschel D|ic|, welches offenbar projektiv ist mit der Kegel- 
sehnittschar und auch, wie wir gesehen haben, mit der Punkt- 
reihe, welche \) auf I beschreibt; also ist auch die Kegel- 
sehnittschar projektiv mit der Punktreihe l(tjD. Das Tangenten- 
paar | t)ii.\ und | ^£2 1 ^^^ jedem Punkte t) an den entsprechenden 
Kegelschnitt der Schar wird daher einen Ort umhfiUen, der 
das dual gegentiberstehende Erzeugnis einer C^^^ ist, (erzeugt 
durch ein Kegelschnittbtischel und ein mit demselben pro- 
jektives StrahlbOschel) also eine Eurve dritter Elasse 

welche die vier gemeinschaftlichen Tangenten der Eegel- 
schnittschar und den Trager der erzeugenden geraden Punkt- 
reihe selbst zu Tangenten hat. Hieraus ergiebt sich zugleich 
eine andere Erzeugungsweise unserer C^^\ welche sich so 
aussprechen laGt: 

Hat man eine Eegelschnittschar (mit vier ge- 
meinschaftlichen Tangenten) und eine mit derselben 
projektive gerade Punktreihe (t)) auf dem Trager Z, 
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ferner einen auf einer der vier gemeinschaftlichen 
Tangenten der Schar gelegeuen festen Punkt D, und 
legt man an jeden Kegelschnitt der Schar einerseits 
aus D die noch iibrige zweite veranderliche Tan- 
gente Xy andererseits aus dem Punkte 9, welcher 
dem Kegelschnitt der Schar entsprechend ist in der 
Punktreihe i(9), das Tangentenpaar, welches dem 
Strahle x in j^ und j^ begegnet, so ist der gesamte 
Ort dieser Schnittpunkte Ji, J2 eine Kurve dritter 
Ordnung C<*^, die selbst durch D geht, sowie durch 
die drei Ecken des Dreiseits, das von den drei 
librigen gemeinschaftlichen Tangenten der Schar, 
die nicht D enthalten, gebildet wird. Nennen wir 
dieses Dreieck 9193S, so laufen alle Kegelschnitte, welche 
die je sechs Punkte 2t)S5,©,5,Ei,E2 enthalten, durch einen vierten 
festen Punkt S), der ebenfalls auf C^^^ liegt und gleichzeitig 
auf I, Das Tangentenpaar | ^Eil? I 9^2 1 umhiillt eine Kurve 
dritter Klasse Jt^^^, deren Zusammenhang mit der C<®> im 
Obigen enthalten ist. 

Da die Gerade I ganz willkiirlich durch den GrundpunliLt 
3) des urspriinglichen erzeugenden Kegelschnittbiischels ge- 
zogen war, so wird auch die zur Bestimmung der Kegel- 
schnittschar dienende vierte gemeinschaftliche Tangente 

eine frei zu wahlende sein, wenn wir die neue Erzeugung 
der C^^^ beabsichtigen. 

2. Wir konnen nun aus dieser eine zweite Kon- 
struktion der C^^^ durch neun willkiirlich und un- 
abhangig voneinander gegebene Punkte ableiten, die 
sich so gestalten wird: 

Seien die neun gegebenen Punkte 

31, 93, 6, D, 1, 2, 3, 4, 5, 

so ziehe man durch O eine beliebige Gerade g und be- 

stimme funf Kegelschnitte, welche die vier gemeinsamen 

Tangenten 

6* 
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\%^\, I as I, \m\, 9 

haben und auBerdem zu Tangenten je einen der fUnf 
Strahlen ! 

|D1|, |D2|, |D3|, |D4i, |D5|;' 

sodann lege man an jeden dieser fQnf Kegelschnitte; die 
einer Schar angehoren^ aus den filnf Punkten 1, 2, 3, 4, 5, 
die jedesmal noch fibrige zweite Tangente 

hf ^2> h} *4} h 
und suche eine Gerade I, welche diese fiinf Geraden ^i, ^, 
^3, ^4, ^5 in solcben ftinf Punkten 

9n ^27 ^sy ^If ^5 

schneidet, da6 die Projektivitat erftillt wird 

Dadurch ist die Gerade I voUstandig und eindeutig be- 
stimmt nach dem Problem der Projektivitat, eine Aufgabe, 
die dual gegentibersteht der oben (§ 10, 6) gelosten, und 
deren Ausfiilinmg daher keiner Wiederholung bedarf. 

Ist die Gerade I gefunden, so kann man in doppelter 
Weise verfahren: 

1. Jedem Punkt t) der Punktreihe auf I entspricht jetzt 
ein bestimmter Strahl x des Strahlbiiscliels 0\x\ und ein 
bestimmter Kegelschnitt X^*) aus der Schar mit den vier 
festen Tangenten | 3195 |, | SKS |, | ®e |, p und der jedes- 
maligen fiinften Tangente x. Legt man aus t) an diesen 
Kegelschnitt X^^^ das Tangentenpaar, so schneidet es den 
Strahl X in einem Punktepaar j^j^, dessen gesamter Ort die 
Kurve C<3' erfallt. 

2. Man lege den besonderen Kegelschnitt X^ , welcher 
durch die vier Punkte 

21, 95, e, D 

und den Schnittpunkt /t x ^ 

bestimmt wird; dieser schneidet { zum andem Mai in dem 
Punkte 3), dem vierten Grundpunkte eines Kegelschnitt- 
biischels [3(95&X)], welches mit dem Strahlbtischel 0[^| 
projektiv ist, indem immer dem Kegelschnitt [SI 95 S 2)^] der 
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Strahl X entsprechend ist, welcher dem Punkte ^ der geraden 
Pimktreilie auf { entspricht. Diese beiden projektiven 6e- 
bilde des Kegelsclmittbuschels [§IS3(S2)] und des Strahl- 
biischels [D] erzeugen dann in der friiheren Weise die 
Krtrve C^^\ welche durch die gegebenen neun Punkte 

% 95, 6, D, 1, 2, 3, 4, 5 

hindurchgeht. Durch die Konstruktion des Punktes 2), 
welche oben gegeben ist, wird zugleich die Aufgabe gelSst: 
Zu den gegebenen neun Punkten 

31, SB, 6, D, 1, 2, 3, 4, 5 
einen solchen Punkt 2) zu finden, daB die Projektivitat er- 
fuUt wird [gi58(SS)] (12345) A D (12345). 

Diese zweite Losung der Aufgabe nimmt also nicht, 
wie die erste Losung, die vier Grundpunkte 2C, 85, ®, S) des 
erzeugenden Eegelschnittbiischels als gegeben an und sucht 
den zugehorigen Mittelpunkt des erzeugenden Strahlbuschels 
(Gegenpunkt), sondem nimmt umgekehrt den Mittelpunkt 
des erzeugenden Strahlbiischels D und drei von den Grund- 
punkten SI, 95, 6 des erzeugenden Kegelsclmittbuschels als 
gegeben an und sucht den zugehorigen vierten Grundpunkt 
desselben. Die aus dieser Auffassung entspringende Losung 
ist verschieden von derjenigen, welche de Jonquieres in 
den Comptes rendus tome XLV, 7. September 1857 gegeben 
hat. Sie findet sich von Chasles in Liouville's Journal tome 
XIX pag. 366 ohne Beweis mitgeteilt. 

3. Nehmen wir zur Bestimmung einer C^^^ nur acht 
Punkte an ^^ ^^ ^^ ^^ ^^ 2^ 3^ ^^ 

so ist dieselbe nicht voUstandig bestimmt, sondern es giebt 
unendlich viele C^^\ welche durch diese acht Punkte gehen; 
denn die vorige Konstruktion zur Bestimmung der Geraden 
I fiihrt auf die Bedingung 

K^ ^2 ^8^4) A D (1234), 

welcher nicht bios eine Gerade I gendgt, sondern unendlich 
viele, die einen Kegelschnitt S^*^ umhiillen, der die vier 
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Geraden t^ft^yt^y t^ beriihrt und das DoppelverMltms D(1234) 
faBt, d. h. jede Tangente desselben wird von ^1^2 ^8 ^4 ^ '^^^ 
Punkten geschnitten, deren Doppelverhaltnis gleich ist 
D (1234). Dieser Kegelschnitt ffi^^> ist dadurch voUstandig 
und eindeutig bestimmt und kann in bekannter Weise kon- 
struiert werden (s. o). 

Da nun ftir I jede beliebige Tangente dieses Kegel- 
schnitts S^^^ gewahlt werden kann, so giebt es unendlich 
viele C^^^y die ein Biischel von einfach-unendliclier Mannig- 
faltigkeit bilden, wie wir schon frtiher (§ 10, 2) gesehen 
haben. 

Mit der Kurve C^^^ hangt, wie wir gesehen haben, eine 
bestimmte Kurve ^^^^ (1.) zusammen, die von alien Tan- 
gentenpaaren | t)Ej, |^E2l iimhuUt wird. Diese hat nun 
mit dem Kegelschnitt S^^\ wenn wir eine bestimmte Tan- 
gente I als Trager der erzeugenden Punktreihe wahlen, be- 
reits die fiinf Tangenten t^^ t^, ^3, t^ und I gemein, folglich 
notwendig noch eine reelle sechste Tangente, die wir t^ 
nennen wollen, und es muB daher auch die Projektivitat 
gelten 

[ I 2183 I, I 21® I, I »e I, g](ti¥,tM a Kht^t^hQ. 

Da aber fur jede beliebige andere Tangente V des Kegel- 
schnitts S^*^ wegen der projektiven Natur desselben 

sein muB, so ist auch 

[| as I, I ae 1, 1 93© 1, 9]{ht,y,t,) A I' (t^tAhio), 

d. h. diejenige neue Kurve S£^^^', welche vermittelst der er- 
zeugenden Punktreihe auf V konstruiert wird, hat ebenfalls 
die Gerade tQ zur Tangente. 

Hieraus folgt, daB samtliche Kurven dritter Klasse, 
welche die acht gemeinschaftlichen Tangenten haben 

I «» I, I a© I, i m \, g, t„ t,, %, t„ 

noch eine und dieselbe neunte notwendige Tangente haben 
und eine Schar von Kurven dritter Klasse bilden, ein dem 
frtiheren dual gegeniiberstehendes Besultat. 
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Zu den vier Strahlen D(1234) giebt es nun auch nur 
einen einzigen bestimmten Strahl Xq^ welcher der Bedingung 

S^''^^* l{t,t,tM7. (|D1|, |D2|, |D3|, ID4i, a;,}, 

und ist derselbe ermittelt (in bekannter eindeutiger Weise), 
so wird der Schnittpunkt 

(^o^o) == ^ 
der neunte notwendige Punkt sein des Kurvenbtischels dritter 
Ordnung, welches durch die acht Punkte SI, S5,®,D;1,2,3,4 
bestimmt wird; denn der besondere Kegelschnitt, welcher 
die fiinf Geraden 

\%^\, i«ei, \m\, g, X, 

beruhrt, muB auch f^ beriihren, also miissen die beiden 
Dreiecke ^^^ ^^ ^^^^^ 

ihre sechs Ecken auf einem Kegelschnitt X^^^ haben; der 
durch die Punkte 

St, S3, e, D, {x,Q, (gt,) 

gehende Kegelschnitt schneidet aber ^q, wie wir oben ge- 
sehen haben, zum andern Mai in einem Punkte, welcher auf 
C(3) liegt, also liegt der Punkt 

• {xM-0 
auf samtlichen Kutven C^^^ des Kurvenbtischels dritter Ordnung 
und ist der notwendige neunte Grundpunkt dieses Biischels, 
weil tQ alien Kurven dritter Klasse S^^^ der vorigen Schar 
als neunte Tangente gemeinschaftlich ist. 

4. Wir sind also auch von dieser zweiten Erzeugung 
der C^^^ aus zu dem schon in § 10,2 gefundenen Resultate ge- 
langt; hier tritt aber noch eine andere fundamentale Eigen- 
schaft eines solchen Kurvenbfischels dritter Ordnung hinzu, 
die wir sogleich anschliefien woUen: 

Ziehen wir namlich durch D einen beliebigen, aber festen 
Strahl a?!, so wird jede Kurve C^^^ des Kurvenbfischels demselben 
auBer in D noch in einem Punktepaar £^ i[ begegnen, welches so 
bestimmt werden kann: Man nehme eine beliebige Tangente { 
des oben ermittelten Kegelschnitts ^^^\ der ^1^2 ^^4 berilhrt 
und der Projektivitat 
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'(^1^2^80 A 0(1234) 

geniigt. Dem Strahle x^ dorch D gehort dann auf I ein 
bestimmter projektiy entsprechender Punkt ^^ zu, sodaG die 
Projektivitat erfiillt wird 

{(K)(^)(»,)0O9i}A{|Dl| |D2| !D3| \DM x,U 
durch die fOnf Tangenten 

|«a5|, |«6|, |»®l, 9, X, 

ist ein bestimmter Eegelschnitt K^^^ fixiert, und das Tan- 
gentenpaar aus ^^ an denselben trifiEt^ den Strahl x^ in dem 
gesnchten Punktepaar ^^^j. Yerandern wir nun I langs des 
Eegelschnitts ^^^ wahrend x^j also auch der Eegelschnitt 
K^^^ unverandert bleibt, so wird nur der Punkt ^^ sich ver- 
andem und zwar, wie leicht zu sehen ist, auf einer Geraden 
ij, welche Tangente an ^^^ ist; denn werden vier feste 
Tangenten t^j t^y t^y t^ eines Eegelschnitts ^^^^ von einer 
variablen Tangente I in vier Punkten getroffen und auf 
letzterer allemal ein solcher Punkt ^^ bestimmt, da6 die 
Punktreihe ^^^^^^ ^^^^ ^^^^ ^^^^^ ^^^ 

immer mit sich projektiv bleibt, d. h. fiir jede andere Tan- 

genteZ'auch l(f^t,t,Uti^) 7^ V {W,tX) 

wird, so muB | ^i9i I == ^ ®i^® feste Tangente des Eegel- 
schnitts «(«> sein, wie aus der bekannten Grundeigenschaft 
des Eegelschnitts, welcher durch zwei projektive Punkt- 
reihen erzeugt wird 

unmittelbar sich ergiebt. 

Hieraus folgt nun, daB man von den Punkten t)^ einer 
Geraden l^ die Tangentenpaare an einen festen Eegelschnitt 
K^^^ zu legen hat und die Schnittpunktpaare derselben mit 
einer festen Tangente Xi des Eegelschnitts K^^^ aufzusuchen 
sind, um das gesuchte Punktepaar jc^s^ zu erhalten. Nach 
einem bekannten Satze (Th. d. E. S. 152) bilden aber diese 
Schnittpunktpaare eine Panktinvolution, und wir erhalten 
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eine chaxakteristische Eigenschaft fur das Kuryenbiischel 
dritter Ordnimg: 

Zieht man durch einen der neuu Grundpunkte 
eines Kurvenbiischels dritter Ordnung eine feste 
Gerade, welche jeder Kurve des Btiscbels noch in 
zwei weiteren Punkten begegnet, so bilden diese 
Faare von Schnittpunkten auf der Geraden eine 
Involution von Punktepaaren. 

(Es giebt also insbesondere zwei Eurven des BtLschels^ 
welche eine durch einen Grundpunkt gehende Gerade be- 
rfihren, femer lassen sicb hiemach solche Kurvenbiischel 
wieder in projektive Beziebung setzen zu anderen Gebilden 
von gleicher Macbtigkeit u. s. w.) 



§ 12. Andere Erzeugungsweisen und daraus hervor- 
gehende Konstruktionen der C^^\ 

1. Die Erzeugung der C^^^ durcb zwei Strableninvolutionen 
in projektiver Beziebung und balbperspektiver Lage (§ 3) 
fubrt uns zu einer Verallgemeinerung, welcbe wieder andere 
Erzeugungsweisen und Konstruktionen der C^^^ liefert. 

Eine Strableninvolution ist namlicb nur ein spezieller 
Fall eines Kegelscbnittbiiscbels^ bei welcbem samtlicbe 
Kegelscbnitte in Linienpaare ausgeartet sind. 

Ein Kegelscbnittbiisebel wird bestimmt durch zwei 
Kegelscbnitte, deren vier gemeinscbaftlicbe Punkte die 
Grundpunkte des Buscbels sind. Nebmen wir nun zwei 
Linienpaare aa^y hh^ an, die denselben Doppelpunkt baben 

zur Bestinuhung eines KegelscbnittbtLscbels, so werden die 
Grundpunkte desselben alle vier in einen und denselben 
Punkt D bineinfallen; jeder weitere Kegelschnitt des Bilscbels 
kann mit den beiden Eegelscbnitten 

5iw«[aaj und St^) - [66J 

keine anderen Punkte als die vier in D zusammenfallenden ge- 
mein baben, muQ daber aucb in ein Linienpaar ausarten, 
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welches in O seinen Doppelpunkt hat. Es muB aber die 
oharakteristische Eigenschaft jedes Eegelschnittbuschels er- 
halten bleiben^ daB namlich jede Gerade yon den Kegel- 
schnitten des Biischels in Panktepaaren einer Punktinyolution 
geschnitten wird; folglich geht dies besondere Kegelschnitt- 
btischel in eine Strahleninvolution [D] iiber, deren Strahlen- 
paare ausgeartete Eegelschnitte des Biischels sind. 

Wir konnen nun an Stelle der beiden erzeugenden 
Strahleninvolutionen zwei allgemeine Kegelschnittbtischel 

[as®®] und [?liS5x®i3)J 

in projektive Beziehung setzen; ihr Erzeugnis wird dann 
eine Kurve vierter Ordnung, weil die beiden auf einer be- 
liebigen Geraden g ausgeschnittenen Punktinvolutionen im 
allgemeinen vier solche Punkte liefem, in denen ein Punkt 
des einen Paares mit einem Punkte des entsprechenden 
Paares koinzidiert (§ 4, 3). Wir konnen es aber so ein- 
richten, daB die erzeugte Kurve vierter Ordnung zerfallt, 
indem ein Teil der Durchschnittspunkte entsprechender 
Elemente eine gerade Linie erfilllt, also der iibrige Ort der 
Durchschnittspunkte eine G^^^ erfiillen muB, Dies war auch 
bei den beiden erzeugenden Strahleninvolutionen der Fall 
wegen ihrer halbperspektiven Lage, weil in der Verbindungs- 
linie ihrer Mittelpunkte zwei Strahlen vereinigt waren, die 
entsprechenden Strahlenpaaren angehorten. 

Zwei Kegelschnittbiischel [2183(52)] und [2li95i6,S)J, 
die auf einer Geraden g dieselbe Strahleninvolution aus- 
schneiden und durch diese zugleich in projektive Beziehung 
gesetzt werden, erftiUen die geforderte Bedingung; die 
tibrigen Schnittpunktpaare je zwei entsprechender Kegel- 
schnitte der Biischel werden daher eine C^^ erzeugen mussen. 
Solche Kegelschnittbiischel lassen sich nun auf verschiedene 
Art herstelleu. 

2. Nehmen wir die neun Punkte 

81, 8, 6, S), Sl„ JBi, ©„ 1, 2 

beliebig und unabhangig voneinander an, legen den Kegel- 
schnitt [S183©S)1], welcher durch diese ftlnf Punkte gerade 



§ 12. Andere Erzeugungsweisen und daraus heryorgehende etc. 91 

bestimmt wird, und nehmen wir die vier Punkte %^,(^,1 
als Gmndpunkte eines Kegelschnittbiischels an^ so wird jeder 
Eegelschnitt defiselben dem ersten Eegelschnitt [^93(SS)1] 
auBer in dem Punkte 1 noch in drei iibrigen Punkten be- 
gegnen, die ein Dreieck bilden. Die Seiten aller dieser 
Dreiecke umhiiilen bekanntlich (Th. d. K. S. 242) einen 
Eegelschnitt ^^\ welcher aueh dem Dreieck StiSSiE^ ein- 
beschrieben ist. 

Nehmen wir in gleicher Weise den festen Eegelschnitt 
[SI S3® 2) 2] und legen ein Eegelschnittbiischel durch die vier 
Grundpunkte %i^i^i2y so schneiden die Eegelschnitte des- 
selben den festen Eegelschnitt auBer in 2 noch in je drei 
Punkten, die ein Dreieck bilden. Die Seiten aller dieser 
Dreiecke umhiiilen ebenfalls einen Eegelschnitt S!f ', der dem 
Dreieck S^SSiSi einbeschrieben ist. 

Nun haben die beiden Eegelschnitte S^*^ und ^|^^ bereits 
drei gemeinschaftliche Tangenten 

\%M. i2i,ej, |»,ej, 

folglich noch eine vierte reelle gemeinschaftliche Tangente 
g^ die in linearer Weise zu konstruieren ist. Diese Gerade 
g muB die doppelte Eigenschaft besitzen, daB sowohl die 
beiden Schnittpunkte von g und [3(9362)1] mit den Vier 
Punkten Slj, 93i, 6i, 1 auf einera Eegelschnitt liegen, als 
auch die beiden Schnittpunkte von g und [?195®S)2] mit 
den vier Punkten ?l,, 83^, ®j, 2 auf einem Eegelschnitt 
liegen. Neonen wir diese beiden Eegelschnitte 

K['' und Kf\ 
SO werden sie auBer den drei gemeinschaftlicheu Punkten 
^1? ®i? ®i iioch einen reellen vierten gemeinschaftlicheu 
Punkt 2j 

haben, der in linearer Weise konstruiert werden kann. 

Jetzt besitzt also die gefundene Gerade g die verlangte 
Eigenschaft, daB die beiden Eegelschnittbiischel 

[Sl«S®] und [?li93ie,S)J 
auf der Geraden g dieselbe Punktinvolution ausschneiden, 
welche durch die vorigen beiden Punktepaare bestimmt 
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wird. Die tibrigen beiden Schnittpunkte je zweier ent- 
sprechender Kegelschnitte^ welche durch dajsselbe Pankte- 
paar der Involution auf g hindurchgelien^ werden daher eine 
Kurve C^^^ erfttUen, welche durch die gegehenen neun Punkte 
«, as, 6, 2), «!, Si, El, 1, 2 hindurchgeht. (Diese Losung 
des Problems ist yon Chasles in den Comptes rendus tome 
XXXVI, 30. Mai 1853 angegeben.) 

3. Nehmen wir andererseits die neun Punkte 

a, 93, 6, %, »i, 6i, 1, 2, 3 

beliebig und unabhangig yoneinander an und legen die durch 
je ffinf Punkte bestimmten beiden Kegelschnitte 

[a»ei2] und [ai95iSil2], 

so haben dieselben auBer 12 noch zwei weitere gemein- 
schaftliche Punkte, deren immer reelle Verbindungslinie 
die zweite gemeinschaftliche Sekante 

• 9 
der beiden Kiegelschnitte ist. Nennen wir das (reelle oder 
konjugiert-imaginare) Punktepaar auf g 

dann schneiden die durch je yier Punkte als Grundpunkte 
bestimmten beiden Eegelschnittbtischel 

[SISS3] und [?li95i©i3] 

auf g zwei Punktinyolutionen aus, welche ein gemeinschaft- 
liches (reelles oder konjugiert-imaginares) Punktepaar: 

haben. ^^^ 

Die beiden Punktepaare 

PPi ^d qqi 
bestimmen auf ^ eine neue Punktinyolution [jjcj, und die 
beiden Kegelschnitte 

[SiaSSjjJ und [StiSiCiJEj 
laufen daher jeder durch einen yierten festen Punkt 

S) und ©1, 
welche durch zwei dieser Kegelschnitte bestimmt werden. 



§ 12. Andere Erzeagungsweisen und daraus hervorgehende etc. 93 
Die beiden Kegelscbnittbuschel 

[?i95ea)] mid [ai89ieiS)j 

scbneiden auf der Geraden g dieselbe Punktinvolution aus 
und sind vermittelst derselben in projektive Beziehung ge- 
setzt. Der Ort der ubrigen beiden Schnittpimkte zweier 
entsprechenden Kegelschnitte der projektiven Biiscbel wird 
daher eine C^^^ sein, welche durcb die gegebenen neun Punkte 
%, as, S, Slj, a3i, ©1, 1, 2, 3 bindurchgeht. (Diese Losung 
des Problems ist von Cbasles in den Comptes rendus tome 
XLI, 24. Decembre 1855 angegeben.) 

In dem Falle, daB das Punktepaar pp^ konjugiert- 
imaginar ist, wird es durcb eine elliptiscbe Punktinvolution 
vertreten, die den beiden Kegelschnitten [31 93 ©12] und 
[8lia3i6il2] gemeinsam zugehort. Auch das Punktepaar q,qi 
kann konjugiert- imaginar sein, sobald namlicb die beiden 
Punktinvolutionen, welche [8193 ©3] und \%^^^^^^'\ auf g 
ausscbneiden, beide byperbolisch sind, und ihre Doppelpunkte 
sicb trennen; diese beiden Paare von Doppelpunkten be- 
stimmen aber dann eine neue elliptiscbe Punktinvolution, 
deren konjugiert-imaginare Doppelpunkte q, q^ sind. Wir 
haben also auf g zwei elliptiscbe Punktinvolutionen, die 
immer ein reelles gemeinsames Paar konjugierter Punkte 
besitzen. Diese bilden alsdann die Doppelpunkte einer hyper- 
boliscben Punktinvolution auf ^, welche die gesucbte [j jj ist. 

4. Es laBt sicb nocb in anderer Weise das Erzeugnis 
zweier projektiven Kegelscbnittbuschel (eine Kurve 4. 0.) 
so zerfallen, daB eine gerade Linie herausfallt und nur noch 
eine C^^^ ilbrig bleibt. Wenn wir namlich in den beiden 
projektiven Kegelschnittbiischeln 

[Sises)] und [aiaSiEiSj 

denjenigen Kegelschnitt des ersten Buschels, welcher aus 
dem Linienpaar | %Sd \ und | ©^ | besteht, demjenigen des 
zweiten Biischels, welcher aus dem Linienpaar |8[ia3i| und 
l^i'^il besteht, entsprechen lassen und die Grundpunkte 
so wahlen, daB die Strahlen 
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I as I -, a, 93, 

identisch zusammenfallen, dann werden samtliche Punkte 
dieser Geraden der Bedingung des Ortes geniigen und der 
Ort der librigen Schnittpunkte entsprechender Elemente 
beider projektiven Gebilde wird eine C^^^ sein. Wir er- 
reichen dies am besten, indem wir identifizieren 

a -a, und 93 = Si; 

dann werden aber die Punkte 5© und ©i©! nicht mehr 
unabhangig voneinander sein^ denn da das Linienpaar {a93| 
und I KS) I dem Linienpaare | a93 | und | 6iS)i| entsprechen 
soil, so muB der Schnittpunkt 

(65), 6,S)J 

dem Orte C^^^ angehoren. Diese Punkte diirfen also nicht 

mehr willkurlich gewahlt werden, sondem nur drei von 

ihnen; wir wahlen (£S und S^ und suchen ^^ dann so zu 

bestimmen, daB das Erzeugnis auBerdem eine zu seiner Be- 

stimmung notwendige und hinreichende Anzahl weiterer 

Punkte enthalt. Wir werden sogleich sehen, daB hierzu 

noch vier weitere Punkte 

1, 2, 3, 4 

notwendig und hinreichend sind, damit das Problem ein 
Yollig bestimmtes werde. Damit nun auch dem Linienpaar 
I a95 I und I 6S) I das Linienpaar | a93 | imd | EiSJi | ent- 
sprechend sei, mussen wir noch einen librigens beliebigen 

^"""^^ 5 auf I aas I 

annehmen und konnen dann die Aufgabe so formulieren: 
Es sind neun Punkte 

«, 85, 6, 5), (S„ 1, 2, 3, 4 

willkiirlich und unabhangig voneinander gegeben; man nimmt 
einen beliebigen Punkt 5 auf | a93 | an und verlangt 
einen solchen Punkt ©i zu ermitteln, daB die Projektivitat 
erfullt wird 

[a93eS)](12345) A [a93e,S),] (12345), 

in welcher allein der Punkt ©^ unbekannt, alle librigen ge- 
geben sind. Denn da a, 93, 5 auf einer Geraden liegen, so 
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muB der Eegelschnitt [^936^5] in ein Linienpaar aus- 
arten | 9195 | und | S3) |, und ebenso der entsprechende 
Kegelschnitt in das Linienpaar | 2193 | und | 6i®i |, und 
beide Linienpaare haben die Gerade | 3193 | gemeinschaftlich, 
welche mithin aus dem Erzeugnis herausfallt^ so daB nur 
die Kurve C^^^ iibrig bleibt, welche durch die gegebenen 
neuD Punkte hindurchgehen wird. 

Das durch die vorgeschriebene Projektivitat gegebene 
Problem ist aber schon von uns gelost (§ 11,2), denn das 
Kegelschnittbiischel [91 93 CS)] (12345) ist auf ein bekanntes 
einfaches Strahlbiischel zu reduzieren, z. B. durch die fUnf 
Tangenten derselben in ein em der vier Grundpunkte, und 
es bleibt also in dem Kegelschnittbiischel 

[91 93 ©1® J (12345) 

mit dem noch unbekannten Grundpunkt 35^ dieser so zu 
bestimmen, daB die fiinf Kegelschnitte den ftinf Strahlen 
eines bekannten Strahlbiischels projektiv entsprechen. 

Die in § 11,2 gegebene Losung zeigt uns, daB es nur 
einen einzigen solchen Punkt ©j giebt und wie derselbe auf 
lineare Weise konstruiert werden kann. 



§ 13. Beziehungen zwischen den Beriihrangspankten 
der Tangentenquadrupel, welehe ans Fnnkten der C^^^ 

an dieselbe gehen. 

1. Wir haben in § 9, 6 gesehen, daB im allgemeinen 
aus einem Punkte D der C^^^ vier Tangenten an dieselbe 
gehen (auBer der Tangente in D selbst), und daB die vier 
Beriihrungspunkte derselben auf einem Kegelschnitte mit D 
liegen, der in O dieselbe Tangente hat, wie die C^^\ 

Nennen wir denjenigen Punkt, in welchem irgend eine 
Tangente in einem Punkte 91 der C^^^ derselben zum dritten 
Mai begegnet, den Tangentialpunkt zu dem Beriihrungs- 
punkte 91, so konnen wir den vorigen Satz auch so aus- 
sprechen, daB das Tan^entenquadrupel denselben Tangential- 
punkt D hat. 
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Haben irgend zwei Punkte a und b der C^** die Tan- 
gentialpunkte 31 und 93, and schneidet | %S9 | in (S, | ab | in 
C die Enrve zum dritten Mai, so muB auch S der Tangential- 
punkt far c sein (§ 8, 4). Wir konnen nun umgekehrt sagen: 
Schneidet eine Gerade die C^'> in drei Punkten ?l, 95, 6, 
deren jeder ein Tangentenquadrupel an die C^^^ sendet, und 
man nimmt irgend einen Bertihrungspunkt aus dem ersten Tan- 
gentenquadrupel, verbindet ihn mit irgend einem BerQhrungs- 
punkt aus dem zweiten Tangentenquadrupel, so muB die Verbin- 
dungslinie durch einen gewissen BertLhrungspunkt aus dem 
dritten Tangentenquadrupel hindurchgehen. Diesen Zusammen- 
hang der zwolf Beriihrungspunkte woUen wir nlher untersuchen. 

2. Wir nehmen eine Gerade g, welche C^'^ in den drei 
Punkten 81, 85, S begegnet, nennen die Beriihrungspunkte 
der Tangentenquadrupel aus 

?i 95 e 

^i02ti8^4> tjjb^bgb^, C1C2C3C4, 
indem wir uns die Anordnung der Bezeichnung noch vor- 
behalten, und nennen 

Cj den dritten Schnittpunkt von | Qibj |, 

dann wird | a^b^ | nicht in Cj schneiden konnen, sondem 
entweder in C2 oder C3 oder C45 wir nennen 

Cg den dritten Schnittpunkt von | dgb^ | 

(ohne dadurch eine Beschrankung einzufiihren); wir ziehen 
lagbjl, deren dritter Schnittpunkt weder q noch Cg sein 
kann, sondem nur noch entweder Cg oder C4 (weil sonst vier 
Punkte der G^^^ auf einer Geraden lagen); wir nennen 

C3 den dritten Schnittpunkt von | Ogb, 
dann muB notwendig 

C4 der dritte Schnittpunkt von | ttjb^ 
sein. Nehmen wir nun einen der drei librigen b- Punkte, 
so kann dies entweder nur bg oder b^ oder b^ sein; verbinden 
wir ihn mit a^, so muB diese Verbindungslinie durch einen 
der c- Punkte gehen. Nennen wir denjenigen Punkt bg, 
dessen Verbindungslinie mit a^ durch Cg geht, so haben wir 

in einer Geraden. ^a' 2? ^ 



/ 
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Wir haben nunmehr die drei Geraden 

1^162^2!; 

also bilden diese Punkte eine Gruppe von neun associierten 
Punkten (§ 10,2); da aber 6C2C2 auf einer Geraden liegen, 
well a der Tangentialpunkt zu Cg ^s^; ^^ miissen die sechs 

31, 93, Qi, b,, O2, 62 

auf einem Kegelschnitt liegen; nun liegen aber auch die drei 
Punkte 6, Ci, Cj auf einer Geraden, also bilden die neun 

a, 93, e, ai, 61, Cj, Oa, bg; Ci 

wieder eine Gruppe von neun associierten Punkten; von 
diesen liegen aber S193(S auf einer Geraden, aibjCi auf einer 
zweiten Geraden, folglich mussen auch 

auf einer dritten Geraden liegen. 

In gleicher Weise folgt, wenn wir einen der beiden 
noch iibrigen Punkte bg oder b4 nehmen, dessen Verbindungs- 
linie mit a^ ebenfalls durch einen der vier c-Punkte hin- 
durchgehen muS, und denjenigen Punkt bj nennen, dessen 
Verbindungslinie mit a^ durch Cg geht, also 

in einer Geraden liegen, da6 die drei Geraden 

«93(S|, 

^^1^3 I, 

neun Punkte einer associierten Gruppe bilden, und da wieder 
(SCgCg auf einer Geraden liegen, so mussen die sechs Punkte 

21, 95, a^, as, b^, b^ 

auf einem Kegelschnitt liegen. Pugen wir die drei in einer 
Geraden liegenden Punkte ®, Ci, Cj hinzu, so bilden auch 
die neun Punkte 

Sohrdter, Theorie der ebenen Eurren 3. Ordn. 7 
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2t, 93, e, Qi, bi, q, Qg, ^3, Ci 

eine Gruppe von neun associierten Punk ten, iind da SI 93 (£ 
auf einer Geraden, a^bjCj auf einer zweiten Geraden liegen^ 
so mtissen auch « ft r 

U3 Ujj ^i 

auf einer Geraden liegen. 

Nehmen wir endlich den letzten Punkt 64 und verbinden 

ihn mit a^, so mu6 auch diese Verbindungslinie durch einen 

der vier C-Punkte gehen. Es kann aber | 0164! nicht durch 

Cj gehen, weil \CL^ti\ schon bj enthalt, auch nicht durch Cg, 

weil I CijCg I schon 62 enthalt, auch nicht durch C3, weil 

I ajCgl schon 63 enthalt, folglich muB | aib4| durch C4 gehen. 

Wir haben daher ^ ft r 

"1 ^4 ^-4 

auf einer neuen Geraden, und hieraus folgt wieder in 

gleicher Weise, wie vorhin, da6 auch 

auf einer Geraden liegen mtissen. Zu diesen zehn erhaltenen 
Geraden treten nun noch sechs weitere. Ziehen wir nam- 
lich |a2bg|, so kann diese Gerade weder durch q, noch 
durch Cg, noch durch Cg gehen, folglich mu6 sie durch C4 
gehen, also liegen ^^^^^^ 

auf einer Geraden; ziehen wir | Ci2b4|, so kann diese Gerade 
weder durch Cj, noch durch C2, noch durch C4 gehen, folglich 
muG sie durch C3 gehen, also liegen 

a2b4C3 
auf einer Geraden; ziehen wir | a3b2|, so kann diese Gerade 
weder durch Cj, noch durch C2, noch durch Cg gehen, folglich 
niu6 sie durch C4 gehen, also liegen 

auf einer Geraden; ziehen wir | a3b4|, so kann diese Gerade 
weder durch c^, noch durch Cg, noch durch C4 gehen, mu6 
also durch Cg gehen, also liegen 

auf einer Geraden; ziehen wir | Ci4b2|, so kann diese Gerade 
weder durch Cj, noch durch C2, noch durch C4 gehen, muB 
also durch Cg gehen, also liegen 
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auf einer Geraden; und ziehen wir endlich | a^bg |, so kann 
diese Gerade weder durch Cj, noch durch fg, noch durch C4 
gehen, mu6 also durch C2 gehen, also liegen 

0463 C2 

auf einer Geraden. Mehr Verbindungslinien aus den Gruppen, 
die von den fruheren verschieden waren, lassen sich aber, 
wie leicht zu sehen ist, liberliaupt nicht ziehen, also erhalten 
wir nach der gewahlten Bezeichnungsweise folgendes Schema 
von 16 Geraden: 

<^262Cl|, 

merkwurdige Konfiguration von 
zwolf Punkten und 16 Geraden, indem auf jeder der 
16 Geraden drei der zwolf Punkte liegen, und durch 
jeden der zwolf Punkte vier der 16 Geraden gehen.* 
3. Diese Konfiguration fiihrt zu einer Menge von weiteren 
Beziehungen. Nehmen wir namlich von den zwolf Punkten 
ci/, 6i, Cj (i=«i, 2> 8» 4) irgend drei solche heraus, welche nicht 
in einer Geraden liegen, z. B. 

^1) ^29 ^8; 

so schneiden die Verbindungslinien je zweier 

I Q^bgl zum dritten Mai in c^, 

I ^1 ^3 1 )7 )f f) yf ^sj 

I ''2^3 1 }} f9 99 Ji ^4 

und es liegen nach unserm Schema (S) 

^4^3 ^2 
auf einer Geraden. Dies giebt folgenden Satz: 



* Vergl. O.Hesse: „tJberKurven dritter Ordnung und die Kegel- 
schnitte, welche diese Kurven in drei verschiedenen Punkten beriihren**. 
(Crelle's Journal f. Math. Bd. XXXVI S. 163.) 

7* 
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Schneidet eine Gerade g die (7^*^ in den Punkten 
SI, SB, 6, und man legt aus jedem derselben eine be- 
liebige Tangente an C^^^ (aus jedem Tangenten- 
quadrupel je eine beliebige), welche in abc beriihren 
mogen, dann schneiden die drei Seiten dieses Drei- 
ecks I be I, I ca |, | ab | die C^^> in drei neuen Punkten, 
welche in einer Geraden liegen. 

Dies folgt auch daraus, daB a, b, c drei Punkte^sind, in 
welchen ein Kegelschnitt die C^^^ beruhren kann (als spe- 
zieller Fall von dem Satze § 9, 6). 

Wir wissen femer, weil die drei Punkte SI, a^, Qj auf 
einer Geraden liegen (denn SI ist der Tangentialpunkt zu 

^i) ™^ durch SI die Gerade | StSS® |, 

V ^i n V IClibiCj, 

V ^1 y} jy UibgCgl 

geht, daB die sechs Punkte 

85, 6, bi, Ci, bg, C2 

auf einem Kegelschnitt liegen miissen; stellen wir diese zu. 
dem Pascalschen Sechseck zusammen 

biSSbaqGca, 
so folgt, daB die drei Schnittpunkte 

(586,, ©c,), (S9b„ 60, {\i„ tX) = ^ 

auf einer Geraden liegen miissen; aus gleichem Grunde 
liegen auch 

(85 bj, 6C3), (85 b4, ScJ, ag auf einer Geraden, 

(SBb^eO, (S3b3,ec3), 

(85b„(£o, ($8b„(s;g, 

(236,, 60, (93b„60, 
(i8i.„60, (SBtig, 60, 

Bezeichnen wir daher die vier Punkte 

(936,, 60 -81, 
(93b„ 60 = i„ 
(9J6„ 60 = 83, 
(SSb,, 60 - 84, 

SO haben wir gefunden 
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^i^2^2? ^i^s^3> 81^4^4; 

^8^4^27 ^2 ^4^8? ^2 ^3 ^4 

in je einer Geraden, also 

(^1^2; ^384) ^ ^2; i^ih} 82O ^ Og, (2i«4, gg^s) ^ ^4; 
d. h. 02^304 das Diagonaldreieck des voUstandigen Vierecks 

»1 »2 ^3 ^4' 

Andererseits wissen wir auch, daS Sla4a4 auf einer 
Geraden liegen (weil SI Tangentialpunkt fiir 04 ist), und es 

S^^^^ durch Sr die Gerade | «95e |, 

77 «4 77 W l^4t>lC4l) 

?; ^4 ?? ;> I <^4*^2^3 I; 

folglich liegen die sechs Punkte 

S3, ©, bi, bg, C3, C4 
auf einem Kegelschnitt, und das Pascalsche Sechseck 

bia3b2C4ec3 
liefert die Pascalsche Gerade der drei Punkte 

(»b„ eo, {m„ eg, (b.c,, 6,0-03; 

da nun identisch 

1856,1 = 1958.1, |s8b,| = |a58,|,|ec3| = |(5;83i,!ec,[ = ie8j, 

und auBerdem , a a \ 

so muB auch das Sechseck 

ein Pascal sches sein, also die sechs Punkte 

^7 ^7 ^1? ^2; ^3^ ^4 
mussen auf einem Kegelschnitt liegen; die beiden Strahl- 
baschel jg ^^^ g^ g^ g^^ ^ g ^g^ g^ g^ g^ 

miis^en daher projektiv sein oder die mit ihnen identischen 
Strahibaschel S (61636364) A ®(CiC2C3C4), d. h. 

Legt man aus irgend zwei Punkten 95 und © die 
Tangentenquadrupel, so sind die aus ihnen ge- 
bildeten Doppelverhaltnisse einander gleich (in 
gehoriger Zuordnung), ein Satz, den wir schon friiher auf 
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andere Weise bewiesen haben (§ 9, e). Hier zeigt sich zu- 
gleich, wie die Zuordnung gescbehen muB. 

Aus der bekannten Eigenscbaft des Doppelverbaltnisses 
folgen nocb die drei iibrigen Projektivitaten 

A e(C3C4CiC2), 

A ©(CiCsCgCi). 

4. Die beiden Tangentenquadrupel aus S5 und ® durch- 
scbneiden sicb im Ganzen in 16 Pimkten, die wir in fol- 
gender Weise bezeichnen konnen 

f (a5b„ScO-8„; (93b„ec,) = 8.,; (95b„ ec,)^*.,; (S3b„ 6c,)=8,„ 
(aSb^e 0-2,15 (a3b„60 = 8,,; (95b„Sc8)-8,3;(fflb„ecJ=8,„ 
(S5b3, (50 - gj,; (S3b„ ©O «= gj,; (93 bs, 6C3) = g,,; (m,, eO=2„, 

[(S8b„eO = 24n (93t'4,ec,) = 2,,; (S3b„ ©C»)-8„; (SBb,, (Sc,)=3«, 

St* (^, fc = 1, 2. 8, 4), 

wobei aber Sa- und g;t,- wesentlieh voneinander verschieden 
sind, indem der erste Index sich immer auf 95, der zweite 
auf S beziebt. Nacb dieser Bezeichnung baben wir zwischen 
den 16 Durchschnittspunkten der beiden Tangentenquadrupel 
aus 93 und ®, und den vier Punkten 0^ Og, 03, d^ die 
24 Geraden, welcbe je drei Punkte enthalten 



(T) 



^1^12^21 7 


^2^11^22 - 


» ^8^11^33 7 


^1^18^31 ? 


^2^33^44 ; 


> ^3^22^44 17 


^1^14^41 7 


^^32^14 i 


^3^l4Sjf3 7 


^1^23^82 J 


^2^23^41 . 


} ^3^41^32 7 


^1^24^42 7 


^2^13^42 . 


> ^3^12^48 7 


^1^34^43 9 


^2^31-24 


^ ^8^21-84 7 



^4^11^44 17 
^4^22^33 1 7 



^4^12^84 I7 
^4^21^43 I 7 



*4»13-'24 I 7 
^4^31^42 I- 



Femer ergiebt sich aus der Gleichheit der Doppel- 
verhaltnisse (3.) 

93K§ji§22^88S44 ^^^ einem Kegelschnitt ^^^\ 

95E§i2Sj4§2lS43 77 7? 77 

93e§i3§24S31^42 77 77 77 ^l 

93 ©§14^23 ^82^41 77 77 V ^' 



2 ? 
(2) 

3 ' 

(2) 

4 • 
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(2) 



Folglich wird ftir den Kegelschnitt ^;% da 



2; 



(^11^38 7 ^22^44) = ^3? 
(§n ^44; ^22^33^ "*" ^4 

ist, Ci2a3a4 ein Polardreieck (selbstkonjugiertes Drei- 
eck) sein. 

Fur den Kegelschnitt ^^'^ wird 

(^12^21; ^34^43) "* ^o 

(^12^34? ^21^43) == ^47 
(^12^43? ^21^34) '^ ^37 

also ist aia3a4 ein Polardreieck. 
Fiir den Kegelschnitt Sf ^ ist 

(^13^317 ^24^42) "^ ^1? 
(^13^247 ^81^42) '^ ^47 
(^13^42? ^31^24) = ^2)' 

also ist aiQ2a4 ein Polardreieck, und endlich fur den Kegel- 
schnitt ^f^ ist: t r& & a a \ — r 

i^»14»41, »23»32J •"" "17 
(^14^23? ^41^32) "^ ^37 
(^14^32 7 ^41^23) "^ ^2? 

also a^agag ein Polardreieck. Wir bemerken auch, weil die 
beiden Sehnen 



§11^ 



22 



und 



^33 ^44 



des Kegelschnitts ^^^^ sich in (12 schneiden, daB alle durch Og 
gezogenen Strahlen den Kegelschnitt in Punktepaaren 
trefifen mtissen, welche von 93 (oder ©) aus gesehen unter einer 
Strahleninvolution erscheinen; insbesondere ist ein Strahlen- 
paar der durch Og gehende Strahl und die Tangente in 85 
(oder 6); da aber die Strahlenpaare 

|93bj und lasfij, \m,\ und \m^\ 

eine Strahleninvolution bestimmen, welcher auch das Strahlen- 
paar | SSa^ | und | SSagl angehoren mu6, weil 

tti und a^, §14 und §237 ^4i ^^ ^32 
die drei Paar Gegenecken eines vollstandigen Vierseits 
sind [Tab. (Tj], so wird | SSa^ ! die Tangente in 95 am Kegel- 
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schnitt ^^^^ sein, und aus gleichem Grunde wird | ®aj die 
Tangente in ® am Kegelschnitt ^[^^ sein; mithin ist a^ der 
Pol von I »e I fur den Kegelschnitt Sf\ 

Wir konnen somit den vorigenResultaten noch hinzufiigen : 

Fttr den Kegelschnitt ^f^ sind tti und 1 95© | Pol und Polaro, 

n )} )) ^2 V ^i 7} I -O ia I „ „ „ 

ZusammengefaBt erhalten wir folgenden Satz: 
Schneidet eine Gerade g die C^®^ in den drei 
Punkten SI, 95, ®, und haben die Tangentenquadrupel 
aus SI, 95, S an die (7^'> bez. die Beriihrungspunkte 

010^0804, 6162^3^4; CiC2C3C4, 

so schneiden sich die beiden Tangentenquadrupel 
aus 95 und S in 16 Punkten, von denen viermal vier 
Durchschnittspunkte: 

^ik {}) ^ =1» 2i 3» 4) 

mit 95 und (£ auf je einem Kegelschnitt liegen 

@(2) «(2) 0,(2) @(2) 
^1 J *^2 J ^^ y ^^ ' 

Fiir diese vier Kegelschnitte sind die Pole der 
Geraden g die vier Beriihrungspunkte (a,) des Tan- 
gentenquadrupels aus SI; fur denjenigen Kegel- 
schnitt Sf\ fiir welchen a,- und g Pol und Polare 
sind, bilden die drei tibrigen Punkte a ein Polar- 
dreieck, namlich das Diagonaldreieck desjenigen 
vollstandigen Vierecks, welches von den vier Punkten 
Si* gebildet wird und dem Kegelschnitt ^f^ ein- 
beschrieben ist. 

Dieser Satz gilt natUrlich dreimal, da wir SI, 95, 6 mit- 
einander vertauschen konnen. 

5. Da nach Tabelle (T) die Punktepaare 

tti und ag, ^14 und §23, S41 und Sgg 

die drei Paar Gegenecken eines vollstandigen Vierseits sind, 
also z. B. von dem Punkte 95 aus gesehen unter den drei 
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Strahleupaaren einer Involution erscheinen, so erhalten wir 
die drei Strahlenpaare 



SSoJ und ISBOjI, 

m,,\ = \m,\ und |S8gj8i = ia3bj, 

S88«| = |a3bJ und |S33„| = |S8b,|, 

d. li. die drei Strahlenpaare 

|»ai| und ISaJ, ISBbJ und ISBbJ, | fflb^l und | SBtiJ 

als einer Strahleninvolution angehorig. 

Andererseits sind aber infolge des Schema (S) (2.) auch 
die Punktepaare 

^1^2^ ^iK CiCg, 

die drei Paar Gegenecken eines voUstandigen Vierseits; also 
gehoren auch die drei Strahlenpaare 

ISaJ und laSa^l, | 93bJ und | SSbJ, | SBcJ und | Sc^l 

einer Involution an, welche mit der vorigen identisch ist, 
weil sie zwei Strahlenpaare mit ihr gemein hat. 

In gleicher Weise folgt aus der Tabelle (S) wegen des 
voUstandigen Vierseits, dessen drei Paare Gegenecken sind 

a^ und ag, bg und b^, Cg und C4, 

daB auch die Strahlenpaare 

I Sail und I fflOg I, I aSbg I und | SBb^ |, | SBCg | und | ScJ 

einer Involution angehoren, die ebenfalls mit der ersten 
identisch ist, weil sie zwei Strahlenpaare mit ihr gemein 
hat; und endlich wegen des voUstandigen Vierseits, dessen 
drei Paar Gegenecken 

Qg und 04, bg und b^, C^ und c^ 

sind, daB auch die Strahlenpaare 

|S8ag| und laSaJ, | S3bg| und | S3bJ, | fflcj und | Sc^l 

derselben Strahleninvolution angehoren. 

Wir haben demgemaB sechs Strahlenpaare einer und 
derselben Strahleninvolution 
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93 a, 


und 


2903 




m, 




9363 




S3c, 




[ »C3i 





18 a, I, 
93aJ, 
936,1, 

930,;, 

S3c,!. 



Es wiirde ermiidend sein, woUten wir dieselbe Betrachtung 
wiederholen, indem wir von andern vollstandigen Vierseiten 
ausgehen, wie sie die Tabelle (T) und das Schema (S) in 
groBer Menge darbieten. Es geniige, das leicbt abzulesende 
Resultat anzugeben; es zeigt sich namlich, daB S3 gleich- 
zeitig der Mittelpunkt fiir drei verschiedene Strableninvo- 
lutionen wird, deren Strahlenpaare nacb den Beriihrungs- 
punkten a. , b,, Ci hingehen; jede solehe Strahleninvolution weist 
sechs Strahlenpaare auf. Dasselbe gilt fur 6 und natiirlich 
auch fiir 21, weil diese Punkte beliebig miteinander ver- 
tauscht werden diirfen. Wir erhalten demgemaB drei 
Gruppen von je drei Strahleninvolutionen, deren Strahlen- 
paare wir so zusammenstellen konnen: 



I. 



II. 



Sla, , 


5102 , 


■ S5a, , 


93o, , 


6a, , 


So, , 


3IO3 , 


Sla, , 


9303, 


93o, , 


©0, , 


60, , 


2lbi , 


Sib, , 


93b, , 


93 b,, 


6b, , 


6b, , 


SI 63, 


Sib, , 


99b3, 


Sb, , 


©63, 


6b,, 


SlCi , 


5IC3 , 


S9c, , 


93 c,!, 


6c,, 


ec, , 


5IC3 , 


Sic, ; 


1 «C3, 


93c,l; 


, ec3, 


6c, ; 


StOi , 


^a,, 


■ 93qi , 


9303, 


60, , 


603!, 


Sto,, 


SI04 , 


930,, 


93a, , 


So, , 


6fl, , 


Stbi , 


51^3, 


18 b, , 


93b3, 


6b, , 


Sb, , 


m, , 


Sib, , 


93b,, 


93b4 , 


6b, , 


664 , 


sic, , 


SIC3, 


93 c, , 


93 C3, 


6c, , 


Scs , 


?lc,, 


Sic,; 


93c, , 


93c, ; 


. ec, , 


6c, ; 
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III. 



f 5lo, , 


5to, , 


m,, 


sib,, 


sic, , 


. sic, , 



Slflsl, 
Sib 



Sic 



3 l> 



4 I; 



Sic 



3 I) 



So, 


, S3a, , 


6ai , 


. So,. 


, asoj, 


ISO,, 


S3b, , 

4 


»b, , 

1 


6b,, 


S3b. , 

«« 4 


, S3b3„ 


6b,, 


83 cJ, 


, »c, , 


6c, , 


I «c,, 


, «C3; 


, ec, , 



6a 

6 c 
Kcc 



4 I? 



3 IJ 



41? 



3 1^ 



4 17 



Von solchen drei Strahleninvolutionen I, II, III, z. B. 
aus 21, die bestimmt werden durch zwei Pa are, welche sich 
auf drei Arten aus den vier Strahlen 

|Sla,|, |Sla,|, |8la3|, |Sla,| 

bilden lassen, sind bekanntlich (wenn die vier Strahlen reell 
sind) immer zwei hyperbolisch und eine elliptisch. (Th. d. K. 
S. 56) (Siehe § 15.) 



§ 14. Weitere Beziehungen und Folgerungen 

. aus denselben. 

1. Lassen wir in dem allgemeinen Satze (§ 13,4) ins- 
besondere die Punkte 95 und 6 zusammenf alien, so fallt das 
Tangentenquadrupel aus 95 auch mit dem Tangentenquadrupel 
aus S zusammen und die Schnittpunkte 

»1U ^22 J ^33? ^44 

gehen in die Beriihrungspunkte iiber des Tangentenquadrupels 
aus 95 = 6. 21 wird der Tangentialpunkt zu 95 = 6. Der 
Kegelschnitt ^^ geht in die konische Polare 95^^^ des Punktes 
95 rucksichtlich der C^^^ tiber, und das Diagonaldreieck 

(^11^22; ^33^44) ^ ^29 

(^11^83; ^22^44) *== ^3? 
(^11^44; ^22^33) "^ ^4 

fallt identisch zusammen (§ 13, 4) mit dem von den drei 
iibrigen Beriilirungspunkten der Tangenten aus 21 an die 
C^^^ gebildeten Dreieck, wahrend die aus 21 gebende vierte 
Tangente | 2195 | den Beriihrungspunkt 95 hat; also erhalten 
vrir den Satz: 
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Geht aus einem Punkte ?l der C^^^ das Tangenten- 
quadrupel ^^^^^^ ^^^^^ ^^^^^^ j^^^l 

an dieselbe, dessen Beriilirungspunkte a^^ a2; a^; a^ 
sind, und legt man aus einem derselben, z. B. aus 
a^; aufs neue das Tangentenquadrupel 

hitxl, |a,t,|, iQitsI, la^tj 

an die C^^\ dessen Berilhrungspunkte t^, tg, tj, t^ 
seien, so bilden dieselben ein vollstandiges Viereck, 
dessen Dtagonaldreieck 

identisch zusammenfallt mit dem Dreieck, welches 
von den drei iibrigen Bertihrungspunkten 

gebildet wird. 

Durch das voUstandige Viereck tit2t3t4 gehen drei 
Linienpaare, deren Durchbohrungssehnen mit der C^^) 
(namlich die Tangenten in OaQgaJ durch den Punkt 21 laufen; 
folglich ist 21 der Gegenpunkt des Punktquadrupels tit2t8t4 
(§ 9, i). Geht nun durch 21 die beliebige Gerade. | 2195® |, wie 
frtiher, so miissen auch die sechs Punkte 

S5, S, tj, tg, tj, t^ 
auf einem Kegelschnitt liegen. Wir haben also den Satz: 

Jeder durch die vier Berilhrungspunkte eines 
Tangentenquadrupels (aus a^) gelegte Kegelschnitt 
schneidet die C^^^ in zwei neuen Punkten, deren Ver- 
bindungslinie bestandig durch den Tangentialpunkt 
(21) desjenigen Kurvenpunktes lauft, von welchem 
das Tangentenquadrupel ausging. 

Oder auch: 

Der Gegenpunkt zu den vier Beriihrungspunkten 
eines Tangentenquadrupels ist der Tangentialpunkt 
desjenigen Punktes der C^^^, von welchem das Tan- 
gentenquadrupel ausging. 
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Oder auch: 

Geht aus einem Punkte a^ der G^^^ ein Tangenten- 
quadrupel an dieselbe, so bilden die vier Beruhrungs- 
punkte desselben ein vollstandiges Viereck, dessen 
drei Diagonalpunkte a2, ttg, a4 denselben Tangential- 
punkt 31 haben, wie a^. 

Ziehen wir durch % die beliebige Gerade | 3195® | und 
legen auch aus S3 und @ die Tangentenquadrupel an die 
C^^\ deren Durchschnittspunkte 

wie wir oben (§ 13, 4) gesehen haben, mit S9 und 6 auf 
einem Kegelschnitt liegen und ein vollstandiges Viereck 
bilden, dessen drei Diagonalpunkte ebenfalls C^, Qg, a^ sind, 
so sehen wir, da6 die beiden Kegelschnitte 

[SSet^tgiatJ und [95egn^22«83^44] 

nicht nur die Punkte 93 und (S gem ein haben, sondern auch 
ein gemeinschaftliches Polardreieck a2a3a4, woraus folgt, daB 
sie identisch sein miissen, da es nur einen Kegelschnitt giebt^ 
welcher durch zwei Punkte geht und ein gegebenes Dreieck 
zum Polardreieck hat; also liegen die zehn Punkte 

'O, V2., tj, tg, tg, 14, 3ii, »22; ^33? ^44 

auf einem und demselben Kegelschnitt. Wir konnen hier- 
nach zu dem in § 13, 4 gefundenen Satze noch den Zusatz 
machen: 

Der Kegelschnitt ^f^ hat nicht bloss a^ und g zu 
Pol und Polare, a2a3a4 zum Polardreieck, sondern 
geht auch durch die vier Bertihrungspunkte des- 
jenigen Tangentenquadrupels, welches aus a^ an die 
C^^^ gelegt werden kann. 

2. Da aus 31 das Tangentenquadrupel an die C^^^ geht, 
dessen Beriihrungspunkte a^, Og, CI3, a4 sind, so liegen die 
Punkte 31, Qi, Oj, dg, a4 auf einem Kegelschnitt (der konischen 
Polare 81 ^^)), welcher in 3t dieselbe Tangente hat, wie die 
C^^\ Da ferner aus a^ das Tangentenquadrupel an die C^^^ 
geht, dessen Beriihrungspunkte ti, tg, tg, t4 sind, so liegen 
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auch die Punkte Clj, t^, t^, tg, 14 auf einem Kegelschnitt (der 
konischen Polare af^), welcher in a^ dieselbe Tangente, 
namlich | a^Sl | hat, wie die C<3>. 

Sodann ist, wie wir wissen, 21 der Gegenpunkt fur das 
Punktquadrupel tit2t3t4, d. h. samtliche Kegelschnitte des 
Biischels [ti 121314] schneiden auf der C^^^ Sehnen aus, die 
durch 21 laufen. Dieses Kegelschnittbiischel mit den Grund- 
punkten li, 12,18,14 schneidet auf der Geraden !2lai| eine 
Punktin volution aus, deren einer Doppelpunkt a^ ist, weil 
der besondere Kegelschnitt [ajl^lalgy ■= a{*^ die Gerade 
I 2lai I in tti beriihrt. Um den andem Doppelpunkt dieser 
Punktinvolution zu ermitteln, beriicksichtigen wir die gegen- 
seitige Lage der betrachteten Punkte. 

Es liegen namlich wegen des Diagonaldreiecks 

(tili, 13*4) = ^2? 
(lita, laU-^^s? 

(Ilt4, l2t3) =- ^4 

sowohl a2lil2 auf einer Geraden, als auch wegen der aus SI 
und a^ gelegten Tangenten 

ait4l4 auf einer Geraden, 

♦''^s^ >? jy yy 

ferner aber auch I2l4a3 auf einer Geraden, folglich die 
ubrigen sechs Punkte 

^y ti, 14, tti, Og, ag 
notwendig auf einem Kegelschnitt. 

Ferner liegen 

a2l2li auf einer Geraden, 

^1 13 h >j 7? jy 

**^3^3 ?? yy ^? 

da nun auch IjlsOg auf einer Geraden liegen, so mussen die 

ubrigen sechs Punkte 

31, I2, Is; ^n ^iy ^3 
auf einem Kegelschnitt liegen. Aus den beiden Kegelschnitten 

folgen die Projektivitaten 
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da nun aber / orx x \ / or j. x \ 

so ist auch 

also 

Hierans ergiebt sich, da6 das Quadrat des Doppel- 
verhaltnisses (a,(a,2lt,tjr = 1, 

also 

a2(ai3ttiO»±l 

sein mu6; der Wert + 1 fallt als illusorisch heraus, weil 
weder a^ mit SI, noch t^ mit t^. im allgemeinen zusammen- 
f alien wird; folglich mu6 

a,(0i3lt.t,) 1, 

sein, d. h. das Linienpaar durch Qg, namlich | t^tal und | tgt4| 
trennt harmonisch die Punkte SI und a^. 

Dasselbe gilt in gleicher Weise von dem Linienpaar 
I t^tg I und I t2t4| durch a^ und auch von dem dritten Linien- 
paar; die Punktinvolution, welche das Kegelschnittbiischel 
[tit2t3t4] auf Sla^ ausschneidet, hat daher die Punkte SI und 
a^ zu Doppelpunkten; von a^ batten wir diese Eigenschaft 
bereits erkannt. Da die Doppelpunkte dieser Involution 
konjugierte Punkte fiir samtliche Kegelschnitte des Buschels 
sind, so konnen wir den Satz aussprechen: 

Legt man aus einem Punkte a^ einer C^^^ das 
Tangentenquadrupel an dieselbe, dessen Beriihrungs- 
punkte tj, t2, tg, t^ seien, und ist SI der Tangential- 
punkt zu tti, so sind SI und ttj konjugierte Punkte fiir 
samtliche Kegelschnitte des Buschels [tit2t3t4]; es 
giebt also insbesondere auch zwei Kegelschnitte 
dieses Biischels, welche in SI* und in a^ die Gerade 
I Slai I beriihren. 

3. Da die Polaren von a^ in Bezug auf samtliche Kegel- 
schnitte des Buschels [tit2t8t4] durch SI gehen miissen, weil 
a^ und SI konjugierte Punkte fiir dieselben sind, so be- 
^chreiben diese Polaren ein Strahlbuschel, welches mit dem 
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Kegelschnittbuschel [tj 131314] bekanntlich projektiv ist. Die 
beiden projektiven Gebilde erzeugen also eine Kurve dritter 
Ordnung, dieselbe geht durch tj 131314, den Gegenpunkt 21, 
femer durch a^ und beriihrt | SlaJ in ttj, weil fur den be- 
sonderen Kegelschnitt (lil3t,l4Cii) die Polare von a^ die Tan- 
gente in a^ ist; sodann auch, weil dem Linienpaar |til2|, 
II3I4I die Polare von a^, d. h. die Gerade ISlOal entspricht 
und die beiden Schnittpunkte derselben mit dem Linienpaar 
in 0^ zusammenfallen, ist (^ ein doppelt zu zahlender Punkt 
des Erzeugnisses, ebenso a^ und a^. Das Erzeugnis ist da- 
her mit unserer Kurve C^^^ identisch, weil es schon dreizehn 
Punkte mit ihr gemein hat. Die Polare von a^ in Bezug 
auf einen Kegelschnitt des Buschels geht durch die beiden 
Beruhrungspunkte des Tangentenpaares, welches aus a^ 
an den Kegelschnitt gelegt werden kann. Wir konnen also 
als Erganzung des letzten Satzes hinzufiigen: 

Wahlt man die Beruhrungspunkte eines Tan- 
gentenquadrupels (aus aj zu Grundpunkten eines 
erzeugenden Kegelschnittbiischels, so ist der Gegen- 
punkt der Tangentialpunkt SI zu a^. Die Kurve C^^^ 
selbst erscheint als der Ort der Beruhrungspunkte 
samtlicher Tangentenpaare, welche aus a^ an die 
Kegelschnitte des Buschels gelegt werden konnen. 
Die C^^^ geht auch durch die drei Diagonalpunkte 
des von den vier Grundpunkten gebildeten voll- 
st'andigen Vierecks, und diese Diagonalpunkte haben 
denselben Tangentialpunkt 21, welchen a^ hat. 

Auch ist umgekehrt durch fiinf beliebig gewahlte Punkte 
(von denen keine drei auf einer Geraden liegen) eine C^^^ voU- 
standig und eindeutig bestimmt, wenn man verlangt, einer 
derselben, 21, soil der gemeinsame Tangentialpunkt fur die 
vier iibrigen di, Qg, ttg, a^ Sein; denn da diese als Beruhrungs- 
punkte doppelt zu zahlen sind, so werden im ganzen neun 
Punkte zur Bestimmung der C^^^ gegeben sein. Durch diese 
neun Punkte gehen aber keine zwei verschiedenen Kurven 
dritter Ordnung (d. h. sie bilden nicht die Grundpunkte 
eines Kurvenbiischels), denn sonst mtiBten, da drei Punkte 
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§1, a^, a^ auf einer Geraden liegen, die sechs iibrigen Qg, Og, 
a^y a^y CLij CI4 auf einem Kegelschnitt liegen, was nicht der 
Fall ist, well sich nicht drei Tangenten eines Kegelschnitts 

^2^2 1? I ^3^3 1 > I ^4^4 1 i^ einem Punkte SI schneiden konnen. 
Man erzeugt diese Kurve C^^^ dadurch, daB man das Kegel- 
schnittbuschel mit den vier Grundpunkten [tliagClsaJ bildet 
und von % die Polaren riicksichtlich aller Kegelschnitte 
des Biischels nimmt, welclie ein Stralilenbiischel bilden, pro- 
jektiv mit dam Kegelsehnittbiiscliel; das Erzeugnis dieser 
beiden projektiven Gebilde ist die C''^\ 

4. Aus dem vorhin bemerkten Resultat (2.), daB die 

sechs Punkte ^^ , , 

VI, a^, ttg, tta, ti, t^ 

auf einem Kegelschnitt liegen mfissen und daraus, daB die drei 

ubrigen Punkte 

^4; hf h 

auf einer Geraden liegen, folgt, daB die neun Punkte 

<^f h, 1.2) tg, t^, a^, a^, CI3, a^ 

zusammen eine Gruppe von neun associierten Punkten bilden 
derart, daB jede Kurve dritter Ordnung, welche durch acht 
derselben geht, auch durch den neunten gehen muB; 
(§ 10, 2) also: 

Ein Punkt a^ der C^^\ sein Tangentialpunkt 21, 
die vier Beriihrungspunkte des Tangentenquadrupels 
aus a^ und die drei Diagonalpunkte des von diesen 
vier Beruhrungspunkten gebildeten vollstandigen 
Vierecks sind eine Gruppe von neun associierten 
Punkten. 

Nimmt man nur die vier Punkte ti,t2,t3, t^ an und 
Terlangt, daB sie Beriihrungspunkte eines Tangentenquadrupels 
sein soUen, dessen Ausgangspunkt' nicht gegeben ist, dann 
ist die C^^^ dadurch noch nicht bestimmt, sondern man 
kann im allgemeinen noch zwei Punkte von ihr, p^ und 
p2} willkurlich annehmen, weil auBer den vier Punkten 
tj, t2, is, t^ noch die drei Diagonalpunkte des vollstandigen 
Vierecks 

SohrOter, Theorie der ^enen Knryen S. Ordn. 8 
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(tits, tjtj^a^, 
(titg, tgtj^ag, 

(tit4, t^g^a. 

Slit gegeben sind^ also zusatnmen sieben Punkte^ zu denen 
noch zwei willkiirlich gewahlte p^ und p^ fiir die Bestimmung 
der Kurve hinzutreten durfen. Nimmt man diese an, so ge- 
staltet sich die Konstruktion folgendermafien: 

Der Kegelschnitt [tit2t3t4pj liefert eine Tangente in pj, 
der Kegelschnitt [titgtgt^pg] eine Tangente in p^] der Schnitt- 
punkt beider Tangenten ist der gesuchte Punkt a^, dessen 
Tangentenquadmpel die Berfihrungspunkte t^, tg, tg, t^ hat, 
(3.) und die CW ist nun nach dem Obigen vollstandig bestimmt. 

Eine Ausnahme hiervon macht der Fall, wenn ins- 
besondere p^ und p^ konjugierte Punkte sind rucksichtlich 
des Kegelschnittbiischels mit den vier Grundpunkten t^, tg, 
tg, t4. In diesem Falle wird namlich der Schnittpunkt a^ 
unbestimmt, weil jene beiden Tangenten in p^ und p^ an 
den beiden vorigen Kegelschnitten in eine und dieselbe 6e- 
rade zusammenfallen, also ihr Schnittpunkt unbestimmt 
wird. Und in der That bilden dann alle dabei auftretenden 
C^^^ ein Biischel von Kurven dritter Ordnung, wie wir eben 
gesehen haben; (ist pi— Cl^, so wird p2=^ 31). Wir schlieBen 
hieraus umgekehrt: 

Alle Kurven dritter Ordnung, welche durch die 
vier Ecken eines vollstandigen Vierecks (titgtgtj, 
seine drei Diagonalpunkte (Qs^^J ^^d noch einen 
willkUrlich zu wahlenden achten Punkt p^ hindurch- 
gehen, gehen noch durch den zu p^ rucksichtlich 
des Kegelschnittbiischels [t^tgtgtj konjugierten Punkt 
:p2 und bilden ein Kurvenbtischel dritter Ordnung 
mit diesen neun Grundpunkten. Zwei besondere Kurven 
dieses BUschels erhalt man, indem man p, zum gemein- 
schaftlichen Tangentialpunkt ftLr tit2t3t4 wahlt, dann ist p^ 
der gemeinschaftliche Tangentialpimkt fiir 0,0304 und p^, oder 
indem man p^ zum gemeinschaftlichen Tangentialpunkt fiir 
tit2t3t4 wahlt, dann wird p^ der gemeinschaftliche Tangential- 
punkt far O2O3O4 und p^. 
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§ 15. Drei Systeme Ton unendlich yielen Paaren 
kom'ugierter Punkte anf der C^^\ 

1. Geht aus einem Punkte SS[ der C^^> ein Tangenten- 
quadrupel an dieselbe (§ 9, 6}, dessen Beriihriingspunkte 

^1? ^2> ^3; ^i 

seien, so lassen sich dieselben zu drei Paaren ordnen, indem 
durch die Wahl des einen Paares das andere mitbestimmt 

I. Qi und Og, Qg und a4, 
11. tti „ Og, ttg „ a^, 

III. Qi „ a4, ttg „ Og. 

Jedes solches Paar kann, wie wir jetzt umgekehrt nach- 
weisen wollen, als ein Paar konjugierter Punkte fur die 
C<^^ in dem fruheren Sinne (§ 2) aufgefaBt werden, welcher 
den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bildete; und 
durcli ein solches Paar werden dann unendlich viele andere 
Paare konjugierter Punkte mitbestimmt, welche diejenigen 
Eigenschaften besitzen, die wir (§ 2 und § 3) von ihnen 
gefunden haben. 

Da wir aber auf dreierlei Art (I. II. III.) solche Paare 
festlegen konnen, so erhalten wir nicht nur ein, sondern 
drei verschiedene Systeme von unendlich vielen Paaren kon- 
jugierter Punkte auf der C^^\ und konnen eine und dieselbe 
Kurve C^^^ aus dem ersten, zweiten oder dritten System 
heraus konstruieren. 

Der Nachweis der Identitat mit der Erzeugung in § 2 
und § 3 braucht sich nur auf eines dieser drei Systeme zu 
erstrecken, weil er in gleicher Weise ftir die beiden iibrigen 
gefuhrt werden kann. 

Nehmen wir daher im Systeme I. von den Beriihrungs- 
punkten a^, ag, Og, 04 des Tangentenquadrupels aus ?l die 

Paare , , 

Qj und a2, Og und a^, 

■■ 

so wissen wir aus § 13, 2, da6 der beliebig gewahlte Punkt 

hi der C^^^ mit a^ und Og verbunden zwei Strahlen IbiQil 

und IbiOjl giebt, welche zum dritten Male in c^ und c^ 

8* 
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schneiden, und da6 die Punkte q und Cg die Eigenschaft be= 
sitzen, denselben Tangentialpunkt S zu haben. Derselbe 
kann dadurch gefanden werden, da6 wir 21 mit dem Tan- 
gentialpankt S3 fur b| verbinden und den dritten Schnitt- 
punkt S von | 81S5 | mit der C^^^ aufsuchen. Wir erhalten 
also aus dem einen Paare a^aj, indem wir b^ verandern, un- 
endlich viele andere Paare c^Ca auf der C^^\ welche samt- 
lich die gleiche Eigenschaft wie a^aj besitzen, namlich den- 
selben Tangentialpunkt zu haben. 

Da aber in § 13^ 5 nachgewiesen ist^ da6 die drei 
Strahlenpaare 

|8laJ und ISlaJ, | Sla,] und.| SlaJ, | Slql und | gtCgl 
einer Strahleninvolution angehoren^ welche schon durch die 
beiden ersten Strahlenpaare voUstandig bestimmt ist, so er- 
kennen wir^ daB der Punkt % nach samtlichen Punktepaaren 
CiC^f die aus dem ersten aia2 abgeleitet werden, Strahlen- 
paare einer und derselben Strahleninvolution sendet, welche 
dem Punkte % zugehort. 

Nehmen wir drei solche Punktepaare qCa, C^Cg, c/c" 
beliebig heraus, so erkennen wir, da6 die C^^^ als der Ort 
solcher Punkte 81 erscheint, welche nach diesen drei Punkte- 
paaren drei Strahlenpaare einer Involution sendet, und da- 
durch ist die Identitat unserer C^^^ mit derjenigen Er- 
zeugungsweise, von welcher wir in § 3 ausgingen, nach- 
gewiesen. Wir konnen demgemaB folgendes Besultat aus- 
sprechen: 

Wenn man von zwei solchen Punkten a^ o^ der 
C<% welche denselben Tangentialpunkt haben und 
konjugierte Punkte heiBen sollen, ausgeht, so wird 
durch dieselben ein ganzes System unendlich vieler 
Paare von konjugierten Pu;ikten q c^ in eindeutiger 
Weise festgelegt, indem man zu jedem neuen Paare 
dadurch gelangt, daB man einen beliebigen Punkt £ 
der C(*> mit a^a^ verbindet und die dritten Schnitt- 
punkte Ci Cg aufsucht. Jeder Punkt 81 der C<*^ sendet 
nach alien Paaren konjugierter Punkte Strahlen- 
paare einer Involution. 
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Alle ubrigen Eigenschaften, z. B. da6 auch jedes ab- 
geleitete Pmiktepaar mit einem neuen Kurvenpunkt ver- 
bunden, als dritte Schnittpunkte wieder ein Paar konjugierter 
Punkte liefert, dafi die Strahleninvolutionen, welche selbst 
zwei konjugierten Punkten zugehoren, in projektiver Be- 
ziehung und halb-perspektiver Lage sich befinden, da6 man 
jedes beliebige Paar konjugierter Punkte zu Mittelpunkten 
der zugehorigen erzeugenden Strahleninvolutionen w^ahlen 
kann u. s. w., ist schon in § 2 und § 3 ausgeftihrt und braucht 
nicht wiederholt zu werden, obwohl es sich auch von hier aus 
direkt ableiten laBt. 

2. Neu aber tritt uns hier das Resultat entgegen, da6 
auf einer gegebenen C^^^ drei verschiedene Systeme von 
Paaren konjugierter Punkte, die in einem gewissen Zu- 
sammenhange miteinander stehen, auftreten, daB also auch 
dieselbe Kurve C^^^ auf drei wesentlich verschiedene Arten 
durch zwei Strahleninvolutionen in projektiver Beziehung 
und halb-perspektiver Lage erzeugt werden kann. 

Hat namlich das Tangentenquadrupel aus SI die Be- 
riihrungspunkte 

^u «2; ^3; ^4; 

und seien die drei Diagonalpunkte dieses voUstandigen 
Vierecks , \ mi ' 

(a,a,, a2a3) = Sl"', 

dann kann man entweder 

I. ?l und SI' als Mittelpunkte der erzeugenden Strahlen- 
involutionen wahlen, wobei die nach 

a^ und Qg, ttg und 04 

hingehenden Strahlenpaare zur Bestimmung derselben dienen, 
in welchem Falle selbstverstandlich die Strahleninvolution 
[SI'] eine hyperbolische ist; oder 

II. SI und SI" als Mittelpunkte der erzeugenden Strahlen- 
involutionen, welche durch die Strahlenpaare nach 

Qi und Qg, Og und a^ 

bestimmt werden; oder 
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III. ?t und 21'" als Mittelpunkte der erzeugenden Strahlen- 
involutionen, welche durch die Strahlenpaare nach 

Qi und a4, Q2 und Qg 
bestimmt werden. 

In alien drei Fallen ist die Strahleninvolution [?l'J, [W], 
[21'"] eine hyperbolische, wahrend bekanntlicli von den drei 
Strahleninvolutionen in 21 zwei hyperbolisch sind und eine 
elliptisch ist. Dieselbe Kurve C^^^ kann also zweimal durch 
zwei hyperbolische Strahleninvolutionen und einmal durch 
eine hyperbolische und eine elliptische Strahleninvolution 
erzeugt werden. Zwischen den drei verschiedenen Systemen 
von Paaren konjugierter Punkte auf der C^^^ besteht ein 
gewisser Zusammenhang, liber den folgende Betrachtung 
Auskunft giebt: 

Ist 5p5Pi ein beliebiges Paar konjugierter Punkte mit 
dem gemeinsamen Tangentialpunkt % in dem einen System, 
^'^1 ein Paar konjugierter Punkte mit dem gemein- 
samen Tangentialpunkt X' in dem zweiten System, und 
moge die Gerade \^^'\ der C^^^ zum dritten Mai in $", 
die Gerade | ^JJ^^P^ | der G^^^ zum dritten Mai in 5^" begegnen, 
so miissen oflfenbar die Tangenten in 5p^'$P" der C^^^ in 
den Punkten X, X', %" einer Geraden zum dritten Mai be- 
gegnen, ebenso die Tangenten in ^i^i^" in den Punkten 
3;, X', 3^" derselben Geraden. Der dritte Schnittpunkt %" 
der Geraden | XX' | ist also gemeinsamer Tangentialpunkt 
fiir 5P"5P", imd diese sind daher ein Paar konjugierter Punkte 
in einem der drei Systeme. Sie konnen aber weder dem 
ersten System angehoren, noch dem zweiten, mtissen also 
dem dritten angehoren. Denn gehorten 5|5"5P{' und 5p5Pi 
demselben Systeme an, so mtisste der Schnittpunkt 

auf der C^^^ liegen, d. h. 5P' und ^[ mussten zusammenfallen, 
was der Annahme gemaB nicht der Pall ist; also gilt der Satz; 

Sind ?P und ^JJ^ ein Paar konjugierter Punkte in 
einem der drei Systeme, 5(5' und 5)3{ ein Paar kon- 
jugierter Punkte in dem zweiten System, so sind 
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die dritten Schnittpunkte 5p" und ^[' der Ver- 
bindungslinien | $P^' | und | 5p,5p; i mit der C^^) ein 
Paar konjugierter Punkte in dem dritten System, 
und die drei Tangentialpunkte dieser drei Punkte- 
paare liegen auf einer Geraden. 

Aus zwei Paaren konjugierter Punkte zweier verschie- 
denen Systeme folgt also immer ein Paar konjugierter Punkte 
des dritten Systems. 

Wir haben hierbei stillschweigend vorausgesetzt, daB 
das Tangentenquadrupel von einem Punkte ?l der C^^^ aus 
vier reellen Strahlen bestehe, also auch vier reelle Beriihrungs- 
punkte habe. ^ 

Dies braucht indessen keineswegs fiir alle Punkte der 
C^^^ der Fall zu sein, sondem die Tangenten konnen auch 
paarweise konjugiert-imaginar sein, also es konnen auch nur 
zwei oder keine der vier Tangenten reell sein. Dies ruft 
wesentliche Modifikationen der vorigen Untersuchungen her- 
vor und fiihrt auf die verschiedenen Gestalten, vrelche eine 
C^^^ annehmen kann, sowie auf die Bedingungen fiir die Er- 
zeugung der einen bder der andern Gestalt. Diese Unter- 
suchung behalten wir uns ftir spater vor (§ 18). 

3. Welches der drei Systeme von konjugierten Punkte- 
paaren auf der C^^^ wir auch wahlen mogen, in jedem der- 
selben konnen wir noch die Mittelpunkte der beiden er- 
zeugenden Strahleninvolutionen in ein beliebiges Paar kon- 
jugierter Punkte hineinverlegen und daher auf unendlich 
vielfache Weise die C^^^ vermittelst zweier Strahleninvolutionen 
erzeugen. Solche zwei erzeugenden Strahleninvolutionen be- 
halten nun fiir dasselbe System hinsichtlich ihres hyperbolischen 
oder elliptischen Charakters Gleichartigkeit oder Ungleich- 
artigkeit bei, wie man auch ihre Mittelpunkte verandern mag. 

In der That, ob eine Strahleninvolution hyperbolischer 
oder elliptischer Natur ist, laBt sich durch die Lage zweier 
beliebigen Strahlenpaare 

X und a?!, y und y^ 
.bekanntlich so entscheiden, daB man den Wert des Doppel- 
verhaltnisses 



120 Theorie der ebenen Kurren dritter OrdDung. 

(^^iJ/J/i) 
betrachtet; ist dasselbe positiv, so wird kein Elementen- 
paar durch das andere getrennt; also ist die Jnyolution 
hyperbolisch; ist das Doppelverhaltnis dagegen negativ, 
so wird jedes der beiden Elementenpaare durch das andere 
getrennt, also ist die Involution elliptisch. Dieses konstante 
Vorzeichen des Doppelverhaltnisses bleibt erhalten, welche 
zwei Elementenpaare man auch herausnehmen mag, da sie 
durch zwei Elementenpaare gerade bestimmt wird und 
nattirlich ihren Charakter nicht andem kann bei anderer An- 
nahme von Elementenpaaren. 

Nehmen wir drei zur Bestimmung der C<^> notwendige 
und hinreichende Paare von konjugierten Punkten (§ 2) 

willkurlich und unabhangig voneinander an, dann gilt fiir 
die fiinf beliebigen Punkte 31, 95, S^, ®, S^ die Identitat 
zwischen den Doppelverhaltnissen (§ 2, 7) 

und ebenso zwischen den fiinf beliebigen Punkten SI,, 93, SSj, 
®, S, die Identitat 

2ti (S6i 93950 . 95(ee,95i2lJ . 95, (©^,91,95) « 1, 

woraus durch Division folgt 

3t ((£(£,95950 > 95 ((£S,SI9tO 
21, ((£(£, 95 950 '^95A(£(£i2t 510 

und in gleicher Weise wurde sich auch die Identitat ergeben 

St(9595,(£(£0 __ S(9595,§lSIO 
21, (95 95, (£(£0 6,(9595,2121,)' 

diese Relationen zeigen aber, da6 wenn die beiden den 
konjugierten Punkten 21 und 21, zugehorigen Strahleninvo- 
lutionen gleichartig sind, d. h. entweder beide hyperbolisch 
oder beide elliptisch, auch die den beiden konjugierten Punkten 
95 und 95, und ebenso die den beiden konjugierten Punkten 
fi und (£, zugehorigen Strahleninvolutionen gleichartig sein 
miissen; dagegen wenn die den beiden konjugierten Punkten 
21 und 21, zugehorigen Strahleninvolutionen ungleichartig 
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sind, d. h. eine hyperbolisch und die andere elliptisch, dies 
auch bei den beiden, den Piinkten 93 und SS^, sowie den Punkten 
® und Si zugehorigen Strahlehinvolutionen der Fall sein muB. 

An Stelle des Paares S395i konnen wir aber ein be- 
liebiges anderes Paar konjugierter Punkte XX^ (desselben 
Systems) setzen, obne da6 die Strahleninvolutionen [3C] und 
[21J dadurch geandert werden, also gilt fiir jedes beliebige 
Paar konjugierter Punkte dcdc^ dasselbe, was fiir irgend ein 
Paar konjugierter Punkte desselben Systems gilt. Wir 
schliefien daher den Satz: 

Wenn fiir irgend ein Paar konjugierter Punkte 
einer C^^^ die zugehorigen Strahleninvolutionen 
gleichartig sind (d. h. entvsneder beide hyperbolisch 
oder beide elliptisch), so sind sie fiir samtliche 
Paare konjugierter Punkte gleichartig; wenn da- 
gegen fiir irgend ein Paar konjugierter Punkte 
(desselben Systems) einer C^^^ die zugehorigen 
Strahleninvolutionen ungleichartig sind (d. h. eine 
elliptisch und die andere hyperbolisch), so ist dies 
auch bei samtlichen iibrigen Paaren konjugierter 
Punkte der Fall 

4. Nun ist die eine Moglichkeit, namlich da6 die den 
samtlichen Punkten einer C^^^ zugehorigen Strahleninvolutionen 
alle elliptisch seien, von vomherein ausgeschlossen, 
sondem es giebt immer auf der C^^^ solche Punkte, deren 
zugehorige Strahleninvolutionen hyperbolisch sein miissen; 
denn waren SlSlj ein Paar konjugierter Punkte, so schneidet 
die Verbindungslinie | StSlj | die C^^^ notwendig noch in 
einem dritten Punkte, fiir den die zugehorige Strahlen- 
involution eine hyperbolische ist, weil fiir ihn | ?ISIJ ein 
Doppelstrahl wird; und dies gilt fiir jeden Verbindungsstrahl 
zweier konjugierten Punkte. Der erste Fall teilt sich dem- 
nach in zwei Teile, und es konnen iiberhaupt nur drei Falle 
eintreten, namlich: 

a) Die den samtlichen Paaren konjugierter Punkte der 
C^^^ zugehorigen Strahleninvolutionen sind gleichartig und 
allemal beide hyperbolisch; 
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P) die den samtlichen Paaren konjugierter Punkte der 
C(S) zugehorigen Strahleninvolutionen sind gleichartig, aber 
fiir einen Teil derselben sind beide hyperbolisch, fiir den 
librigen Teil von Paaren sind beide elliptisch; 

y) die jedein Paare konjugierter Punkte der C^^^ zu- 
gehorigen Strahleninvolutionen sind immer ungleichartig, 
d. h. eine hyperbolisch und die andere elliptisch. 

Wir woUen diese drei Falle nach dem Vorschlage 
Reye's (Geometrie der Lage, 3. Auflage, S. 244)bezeichnen 
als a) den hyperbolischen, j3) den elliptischen und y) den 
dualen Fall. 

DaB der erste (hyperbolische) Fall wirklich eintreten 
kann, erkennen wir aus der Erzeugung der C^^^ vermittelst 
einer Kegelschnittschar und eines Punktepaares ?I3li (§ 3,4). 
Nehmen wir namlich eine Kegelschnittschar mit vier gemein- 
schaftlichen imaginaren Tangenten an, so besitzt dieselbe 
bekanntlich die Eigenschaft, daB die Tangentenpaare aus 
jedem Punkte der Ebene an dieselbe eine hyperbolische 
Strahleninvolution bilden, folglich auch aus alien Puntten 
der C^^\ Punkte mit zugehorigen elliptischen Strahlen- 
involutionen giebt es also iiberhaupt nicht. 

5. Den Nachweis fur die eben ausgesprochene Be- 
hauptung woUen wir der kiirzeren Aussprache wegen auf 
dem dual gegenUberstehenden Gebiete fiihren, d. h. den 
Satz beweisen: 

„Jede Gerade wird von einem Kegelschnitt- 
btischel mit vier imaginaren Grundpunkten in einer 
hyperbolischen Punktinvolution geschnitten." 

In einem Kegelschnittbuschel mit vier imaginaren Grund- 
punkten giebt es namlich immer ein reelles Linienpaar Ic 
(ausgearteter Kegelschnitt des Bttschels), die Trager zweier 
elliptischen Punktinvolutionen, die s'amtlichen Kegelschnitten 
des Biischels zugehoren, d. h. aus Paaren konjugierter 
Punkte riicksichtlich samtlicher Kegelschnitte des Buschels 
bestehen. 

Schneidet nun eine beliebige Gerade g die Trager dieser 
beiden Punktinvolutionen in den Punkten 
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und sind die konjugierten Punkte derselben in den beiden 

Involutionen bez. ^ , 

bj und q, 

ihre Verbindungslinie 

ist ferner in dem Schnittpunkt der Trager ein Punkt der 
einen mit einem der andem vereinigt 

(pc) = S3 - (£i, 

deren konjugierte Punkte fur beide Involutionen bez. 

aSi und.e 

seien, und heifit endlicb die Verbindungslinie 

dann wird diejenige Punktinvolution, welche das Kegel- 
schnittbuschel auf der Geraden g ausschneidet, durch die 
beiden Punktepaare bestimmt 

(gh) und (gc), (go) und (gg^). [Th. d. K. S. 257.] 

Von den fianf Geraden in der Ebene a, 6, c, g, g^ wird 
nun jede durch die vier tibrigen in vier Punkten geschnitten, 
die einen bestimmten Wert des Doppelverhaltnisses dar- 
bieten, und zwischen den dadurch erhaltenen Doppelverhalt- 
nissen gilt die bekannte Mobiussche Relation 

g (ag^ic) . h (ag^cg) . c {ag^gl) « 1 

(§ 2, 7), welche sich in die Form bringen laBt 

Wenn nun die beiden Punktinvolutionen auf h und c 
elliptisch sind, so sind die Werte der beiden Doppelverhaltnisse 

<^{(^^9i9) und h{acg^g) 

beide negativ, folglich gihcag^ posititiv, d. h. die auf g 
ausgefichnittene Involution ist hyperbolisch w. z. b. w. 

In gleicher Weise konnen wir zeigen, daS bei Ver- 
anderung von g^ wodurch sich auch g^ verandert, das Linien- 
paar gg^ auf der Geraden a Punktepaare einer und derselben 
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festen Involution ausschneidet; denn sei ein beliebiges zweites 
Geradenpaar der vorigen Art g^g[^ so ist identisch 

<^(bcgg') .h{cagg^) .c(ahgg^) « 1, 

wenn daher wegen der Involution auf b 

b{cagg')^b(acg^g[) 

und wegen der Involution auf c 

c{abgg*)^c(bagig[) 
ist^ so folgt auch 

(^{bcgg')^ai{cbg^g[), 

folglich beschreiben die Punkte (ag) und (ag^) auf dem 
Trager a eine Punktinvolution. Aus dem Zusammenhange 
dieser drei Punktinvolutionen auf den festen Tragem a6c, 
welcber durch die Beziehung gegeben ist 

« (bcgg^) . b {cagg^) . c {abgg^) = 1 

folgt auch^ daS die Involution auf a hyperbolisch sein muP, 
wenn die beiden Involutionen auf b und c elliptisch sind, 
und dberhaupt von den drei Involutionen immer zwei 
elliptisch und eine hyperbolisch, oder alle drei hyperbolisch 
sein mussen (Th. d. K. S. 254). 

6. Kehren wir nach dieser Abschweifung zu der Be- 
trachtung in 4. zuruck, so wissen wir hinsichtlich des hyper- 
bolischen oder elliptischen Charakters zweier erzeugender 
Strahleninvolutionen einer C^^^, daB die Gleichartigkeit oder 
Ungleichartigkeit desselben zwar erhalten bleibt ftir dasselbe 
System konjugierter Punkte der C^^\ daS aber dabei drei 
Falle, der hyperbolische, der elliptische und der duale auf- 
treten konnen. Dies fiihrt zwar nicht zu wesentlich ver- 
schiedenen Gattungen der C^^^y sondern z. B. bei derselben 
C^^^ kann sowohl der elliptische, als auch der duale Fall 
auftreten, und wir werden erst spater die verschiedenen 
Gattungen der C^^^ und die Bedingungen ftir ihre Erzeugung 
. kennen lemen, allein mit der Kurve C^^^ hangt eine be- 
stimmte Kurve ^^^^ eng zusammen (§ 6), welche ebenso 
durch Paare von Punktinvolutionen erzeugt wird, wie die 
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C^^^ durcli Paare von Strahleninvolutionen. Der hyperbolische, 
elliptisclie oder duale Charakter fiir die C^'^ steht mit dem 
fur die S^'^ in einem Zusammenhange; welchen wir jetzt 
untersuchen woUen. 

Halten wir eines der drei Systeme konjugierter Punkte 
auf der C^^^ fest, so sendet ein beliebiger Punkt derselben 
nach samtlichen Paaren konjugierter Punkte Strahlenpaare 
einer bestimmten ihm zugehorigen Strableninvolution; zu 
zwei konjugierten Punkten selbst gehoren zwei bestimmte 
Strahleninvolutionen, die entweder gleichartigen oder un- 
gleicbartigen Charakters sind. Die Verbindungsstrahlen 
aller Paare konjugierter Punkte umhtillen eine bestimmte 
^(% und zwar ist eine solche Verbindungslinie der eine 
Doppelstrahl einer jener Strahleninvolutionen, dem sich der 
zweite zugesellt, so daB der Schnittpunkt beider ein Punkt 
der C^^^ wird (namlich der dritte Schnittpunkt jener ersten 
Verbindungslinie und der C^'^). Wir konnen also auch 
sagen: die ^^^^ wird umhullt von samtlichen Doppelstrahlen 
der vorigen Strahleninvolutionen. Die Tangenten der S^^^ 
ordnen sich auf diese Weise selbst zu Paaren konjugierter 
Tangenten, und jede beliebige Tangente wird von diesen 
samtlichen Paaren konjugierter Tangenten in Punktepaaren 
einer Punktinvolution geschnitten; die Doppelpunkte dieser 
Punktinvolution erfiillen dann wiederum die C^^^ und bilden 
die Paare konjugierter Punkte derselben. Dadurch wird 
der Ereis der Betrachtung geschlossen. Der frUher gefundene 
Zusammenhang zwischen den Paaren konjugierter Punkte 
der C^^^ und Paaren konjugierter Tangenten der S^^^ ist 
aber der, daB immer das eine Paar durch das andere har- 
monisch getrennt wird (§ 7, 2). 

Wenn nun bei der C^^^ der hyperbolische, elliptische 
oder duale Fall eintritt, so wird auch in bestimmter Weise 
einer dieser drei Palle bei der ^^^^ eintreten, hinsichtlich 
der Paare erzeugender Involutionen. 

7. Gehen wir von drei zur Bestimmung der 0^*^ not- 
wendigen und hinreichenden, voneinander unabhangigen 
Paaren konjugierter Punkte 
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aus, so erhalten wir aus ihnen drei Strahleninvolutionen^ 

durch je zwei Strahlenpaare bestimmt, die wir in ab- 

kUrzender aber nicht miBzuverstehender Weise so bezeichnen 

konnen 

StLSSiSSj, 93[eS,«3lJ, ©[St^^aSiBJ, 

ai[a3a5i6®j, »i[e(5i«sij, eiCaaiSSj; 

die drei Paare (reeller oder konjugiert-imaginarer) Doppel- 
strahlen der drei Strahleninvolutionen [SI], [S3], [S] seien 

OflTj, 661, CCi 

und konnen als drei Paare konjugierter Strahlen zur Be- 
stimmung der S^^> gewahlt werden. Fassen wir nun die 
drei Punktepaare 

% und Sli, 93 und SBj, © und e^ 

als drei ausgeartete Kegelschnitte auf, so bestimmen je 
zwei derselben eine Kegelsclinittschar; aus diesen drei 
Scbaren leiten wir durch Vereinigung yon je zwei Kegel- 
schnitten neue Scharen ab u. s. f., von denen die Gesamt- 
heit des ganzen Kegelschnittgewebes erfiillt wird (§ 5). 
Fassen wir andererseits die drei Linienpaare 

a und ttj, b und 6,, c und c^ 

als drei ausgeartete Kegelschnitte auf, so bestimmen je 
zwei derselben ein Kegelschnittbiischel, und aus diesen drei 
Biischeln leiten wir durch Vereinigung von je zwei Kegel- 
schnitten neue BUschel ab u. s. f. Die Gesamtheit aller 
dieser Kegelschnitte erfuUt das Kegelschnittnetz. Eine 
der einfachsten Erzeugungsweisen fur die (7^*^ war nun die^ 
daB wir aus dem Kegelschnittgewebe eine beliebige Kegel- 
schnittschar herausnahmen, aus einem beliebigen Paar kon- 
jugierter Punkte %%i an jeden Kegelschnitt der Schar die 
Tangentenpaare legten und zum Durchschnitt brachten; die 
vier Durchschnittspunkte erfilllen dann die ganze 0*'^ (§ 3,4). 
Andererseits nehmen wir ein beliebiges Kegelschnittbtlschel 
aus dem Netze heraus und lassen ein Paar konjugierter 
Strahlen aa^ (einen ausgearteten Kegelschnitt des Netzes} 
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von jedem Kegelschnitte des Biischels in zwei Punktepaaren 
durchschneiden; die vier Verbindimgslinien der Durchschnitts- 
pnnkte umhtillen dann die ganze Kurve ^^^\ 

Ueber den hyperbolischen, elliptisclien oder dualen 
Charakter, welchen die C^^^ darbietet, entscheidet dann der 
Charakter der Strahleninvolutionen in 21 und Sl^, und liber 
den hyperbolischen, elliptisclien oder dualen Charakter der 
^'^^ ebenso der Charakter der beiden Punktinvolutionen auf 
a und aj. Da wir aus 5. wissen, daB jedes Kegelschnitt- 
btischel mit vier imaginaren Grundpunkten eine beliebige 
Gerade in Punktepaaren einer hyperbolischen Punktinvolution 
schneidet^ und andererseits an jede Kegelschnittschar mit 
vier imaginaren gemeinschaftlichen Tangenten ein beliebiger 
Punkt der Ebene Tangentenpaare sendet, die eine hyper- 
bolische Strahleninvolution bilden, so folgt z. B. daB, wenn 
unter samtlichen Kegelschnittscharen des Gewebes eine ein- 
zige vorkommt, die vier imaginare gemeinschaftliche Tan- 
genten besitzt, dann die zugehorige C^^^ notwendig hyper- 
bolischen Charakters sein muB, und, wenn unter samtlichen 
Kegelschnittbiischeln des Netzes ein einziges vorkommt^ 
dessen vier Grundpunkte imaginar sind, dann notwendig die 
zugehorige ^^^^ hyperbolischen Charakters sein muB. 

8. Betrachten wir nun den einen der beiden dual 
gegeniiberstehenden Falle, ein Eegelschnittbiischel, so ent- 
halt dasselbe bekanntlich im allgemeinen drei Linienpaare 
(ausgeartete Kegelschnitte); diese sind entweder alle drei 
reell, oder nur eines von ihnen ist reell und die beiden 
andem sind konjugiert- imaginar; die Schnittpunkte (Doppel- 
punkte) dieser imaginaren Linienpaare sind entweder beide 
reell, oder keiner von beiden, aber ihre Verbindungslinie^ 
auf welcher sie durch eine elliptische Punktinvolution ver- 
treten werden. Der erste Fall kann nur eintreten, wenn 
die Grupdpunkte des Biischels alle vier reell sind. Der 
zweite Pall, daB zwei Linienpaare reelle Schnittpunkte 
(Doppelpunkte) haben, aber selbst konjugiert-imaginar sind^ 
tritt nur ein, wenn die Grundpunkte des Biischels alle vier 
imaginar sind. Der dritte Fall, daB von den beiden imaginaren 
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Linienpaaren auch die beiden Schnittpunkte (Doppelpunkte) 
konjugiert-imaginar sind, aber auf einer reellen Geraden 
durch eine elliptische Punktinvolution vertreten werden, tritt 
nur ein, weim von den vier Grundpxinkten zwei reell nnd 
zwei konjugiert-imaginar sind, deren Verbindungsstrahlen 
das eine allein reelle Linienpaar des Biischels bilden (Th. d 
K. S. 364). 

Das Analoge gilt fiir die Kegelschnittschar. 

Nehmen wir nun an, da6 auf einer C^^^ zwei konjugierte 
Punkte SI, Slj mit zugehorigen elliptischen Strahleninvolutionen 
vorhanden sind, also die C^^^ elliptischen Charakters ist, 
dann miissen die konjugiert-imaginaren Doppelstrahlen dieser 
beiden elliptischen Strahleninvolutionen sich in vier imaginaren 
Punkten durchschneiden, die auf einem (reellen und in be- 
kannter Weise konstruierbaren) Linienpaar liegen und durch 
zwei (ebenfalls reell konstruierbare) elliptische Punktinvo- 
lutionen vertreten werden. Die vier imaginaren Durch- 
schnittspunkte sind aber die vier Grundpunkte eines Kegel- 
schnittbuschels, welches dem Netze angehort, aus dem die 
^^^^ hervorgeht; also muS diese nach der obigen Bemerkung 
hyperbolischen Oharakters sein. Wir schlieBen hieraus den 
Doppelsatz: 

Wenn eine C^^> ellip- Wenn eine S^*) ellip- 
tischen Gharakters ist, so tischen Oharakters ist, so 
mu6 die zugehorige ^^*^ mu6 die zugehorige C^^^ 
hyperbolischen Charak- hyperbolischen Oharak- 
ters sein. ters sein. 

Dasselbe gilt auch, wenn von den beiden den kon- 
jugierten Punkten 31 und 81^ zugehorigen Strahleninvolutionen 
nur eine elliptisch und die andere hyperbolisch, also die 
C^^^ dualen Oharakters ist. Denn die beiden Linienpaare, 
gebildet von den Doppelstrahlen der Strahleninvolutionen, 
schneiden sich, da nur eines reell ist, in vier imaginaren 
Punkten, die durch zwei elliptische Punktinvolutionen auf 
den beiden reellen Doppelstrahlen vertreten werden und reell 
konstruiert werden konnen. Die vier imaginaren Schnitt- 
punkte dieser beiden Linienpaare sind die Grundpunkte 
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eines Kegels chnittbiischels, welches dem Netze angehort, aus 
dem die ^/^^ hervorgeht, also mu6 diese hyperbolischen 
Charakters sein. Wir schlieBen hieraus den Doppelsatz: 

Wenn eine C^^^ dualen Wenn eine S^^^ dualen 
Charakters ist, so mu6 Charakters ist, so mu6 
die zugehorige ^^^^ hyper- die zugehorige C^^^ hyper- 
bolischen Charakters bolischen Charakters 
sein. sein. 

Aus den vorigen beiden Doppelsatzen schliefien wir 
durch [Jmkehrung: 



Wenn eine ^^^ hyper 
bolischen Charakters ist 
so muB die zugehBrige C^^^ 
entweder dualen oder 
elliptischen Charakters 
sein, und zwar dualen 
Charakters, sobald die 
beiden Doppelpunkte ir- 
gend einer der erzeugen- 
den Punktinvolutionen 
nach alien tibrigen Dop- 
pelpunktpaaren zwei un- 
gleichartige Strahlenin- 
Punktinvolutionen un- volutionen senden, da- 
gleichartig sind, dagegen gegen elliptischen Cha- 
rakters, sobald solche 
zwei Strahleninvolu- 
tionen gleichartig sind. 



Wenn eine C^^> hyper- 
bolischen Charakters ist, 
so mu6 die zugehorige ^^^^ 
entweder dualen oder 
elliptischen Charakters 
sein, und zwar dualen 
Charakters, sobald auf 
den beiden Doppelstrah- 
len irgend einer der er- 
jzeugenden Strahleninvo- 
lutionen die durch samt- 
liche Doppelstrahlen- 
paare ausgeschnittenen 



elliptischen Charakters, 
sobald sie gleichartig 
sind. 

DaB niemals zu einer C^^^ hyperbolischen Charakters 
wieder eine S^^^ hyperbolischen Charakters zugehoren kann 
und umgekehrt, folgt daraus, daB bei einer C^^> hyper- 
bolischen Charakters unter den Paaren konjugierter Punkte 
auch immer imaginare Punkte auf reellem Trager vor- 
kommen miissen. Der directe Nachweis fiir diese Behauptung 
erfordert aber eine eingehendere Untersuchung, zu der wir 
in den nachsten Paragraphen iibergehen woUen (§ 16 — 20). 



Sohrnter, Theorie der ebenen Eurven 3. Ordn. 
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§ 16. Allgemelne Untersuchung der Terschiedenen 
Gestalten^ welche eine C<^) annehmen kaon. 

1. Die verschiedenen Erzeugungsweisen der C^^\ welche 
wir kennen gelernt haben, lief em immer einen geome- 
trischen Ort von (einfach) unendlich vielen Punkten, welche 
kontinuierlich aufeinander folgend die gesamte C^^^ erfiillen; 
diese besitzt die Eigenschaft, da6 aus einem beliebigen 
Punkte D derselben entweder keine, oder zwei oder vier 
reelle Tangenten an die Kurve gehen (§ 9, 6), auBer der 
Tangente in D selbst. Jede Gerade begegnet der C^^^ im 
allgemeinen in drei Punkten, von denen einer immer reell 
sein mu6, die beiden andem auch konjugiert-imaginar sein 
konnen. 

Gehen wir nun von einem beliebigen endlichen Pmikt 
der Kurve aus (der kein Wendepunkt ist) und drehen um 
D einen Strahl s in der ganzen Ebene herum (um 180®, 
oder als Halbstrahl um 360®), so wird dieser Strahl s der 
C^^^ auSer in D noch in zwei weiteren Punkten S und ^' 
begegnen, welche entweder beide reell sind und getrennt 
voneinander liegen, oder in einen Punkt zusammenfallen 
(welcher dann ein Beriihrungspunkt wird) oder endlich 
konjugiert-imaginar sein konnen. Der mittlere Fall wird 
den t^bergang bilden vom ersten zum dritten und umgekehrt 
bei kontinuierlichem Verlauf der C^^> (ohne Doppelpunkt). 

Denken wir uns die vollstandige Drehung des Strahles 
s um den Punkt voUzogen, so daB die Punkte von s 
nach und nach samtliche Punkte der Ebene erreichen, so 
wird die Annahme, daB fUr alle Lagen von s die beiden 
Punkte dS' immer konjugiert-imaginar seien, unzulassig 
sein, weil dann die ganze C^^^ nur den einzigen reellen Punkt 
D haben wUrde, was gegen die Voraussetzung unserer Er- 
zeugungsweisen ist. Insbesondere wird schon die Tangente 
in D noch in einem dritten Punkte Dj der C<^^ begegnen, 
dem Tangentialpunkt von D. Es bleiben also nur zwei 
Moglichkeiten: 
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cc) Entweder sclineidet der um D vollstandig herum- 
gedrehte Strahl s die C'^^ immer in zwei reellen getrennt 
liegenden weiteren Punkten g§', oder: 

P) Der Strahl 5 schneidet fiir gewisse Gebiete seiner 
um D voUzogenen Drehung in zwei reellen Punkten §§', 
fiir andere Gebiete in zwei konjugiert-imaginaren Punkten, 
und der Ubergang von dem einen zum andern Fall findet 
statt beim Zusammenfallen der Punkte gg', d. h. der ver- 
anderliche Strahl s wird Tangente aus D an die C^^\ ge- 
hort dem Tangentenquadrupel aus D an. DaB in der That 
bei der Drehung des Strahles .9 um D solche Lagen ein- 
treten miissen, in welchen ^ und §' reell und getrennt von- 
einander sind, geht auch daraus hervor, daB die Verbindungs- 
linie von D mit irgend einem andern Punkte § der C^^^ not- 
wendig noch in einem dritten reellen Punkte 8' der C<^> 
begegnen muB, der unter Umstanden auch mit ^ zusammen- 
fallen kann. 

2. Fassen wir nun zunachst den ersten Fall ins Auge, in 
welchem die Punkte s und §' immer reell und voneinander ge- 
trennt sind, so wird keine Tangente des von D ausgehenden 
Quadrupels reell seinkonnen, weil sonst far diese zwei Punkte S 
und i^' zusammenfielen (was gegen die Annahme ist), und bei 
weiterer Drehung muBte der Fall zweier konjugiert-imaginarer 
Punkte §§' eintreten, was ebenfalls gegen die Annahme ist. 

Fiir. die Tangente in D fallt einer der beiden Punkte g 8' 
nach D selbst, der andere §' ist der Tangentialpunkt Dj zu D. 

In diesem ersten Falle muB daher die C<8> aus zwei 
voneinander getrennten und in sich zusammen- 
hangenden Ziigen bestehen, deren einen der Punkt 8 und 
den andern der Punkt 8' durchlauft. Der eine der beiden 
Ziige geht durch D; wir woUen diesen als von 8 beschrieben 
annehmen und den paaren Zug oder das Oval nennen, 
weil jeder Strahl s ihn in zwei Punkten, namlich in D und 
S, triflft; den andern von §' beschriebenen Zug wollen wir 
den unpaaren Zug oder die Serpentine nennen, weil 
jeder Strahl s ihn nur in einem reellen Punkte trifft. Er 
enthalt notwendig den Tangentialpunkt Dj zu O. 

9* 
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Wir konnen in unserm Fall auch sagen: Jede Gerade 
s, welche durch einen Punkt des paaren Zuges einer zwei- 
zdgigen C^^^ hindurchgeht, muB noch in zwei andern reellen 
Punkten der C^^^ begegnen, von denen der eine auf dem 
paaren^ der andere auf dem unpaaren Zuge der Eurve liegt. 

Aus dem Punkte O^, dem Tangentialpunkt zu O, geht 
die reelle Tangente | Di D | an die Kurve, folglich not- 
wendig noch eine zweite reelle Tangente; die iibrigen beiden 
Tangenten aus Dj konnten reell oder auch konjugiert-ima- 
ginar sein; daB letzeres nicht der Fall ist, geht aus dem 
Folgenden hervor (5.). 

3. Wenn auf dem um D gedrehten Strahl 5 sowohl 
reelle als auch konjugiert-imaginare Punkte sJg' fiir ver- 
schiedene Lagen von s vorkommen, so muB es tTbergangs- 
falle zwischen zwei solchen Gebieten bei der Drehung von 5 
geben, d. h. es muB vorkommen, daB S und ^' zusammenfallen, 
also aus D eine reelle Tangente an die C^^^ geht, mithin also min- 
destens noch eine zweite reelle Tangente; die beiden flbrigen 
konnen reell oder auch konjugiert-imaginar sein. Wir 
woUen die erstere Annahme an dritter Stelle behandeln und 
jetzt annehmen, daB aus D nur zwei reelle Tangenten 

^j und ^2 

an die C^^^ gehen (die iibrigen beiden Tangenten aber kon- 
jugiert-imaginar seien). 

In diesem Falle teilen die beiden reellen Tangenten 
den ganzen Raum der Ebene in vier Gebiete, zwei Scheitel- 
raume imd die beiden Nebenscheitelraume. Das eine Paar 
Scheitelraume enthalt samtliche Punktepaare §^', die auf 
einem durch D gehenden Strahle s getrennt voneinander 
liegen; das andere Paar Scheitelraume enthalt iiberhaupt 
keinen reellen Punkt der Kurve weiter. In dem ersten 
Paar Scheitelraume muB also die ganze C<^^ verlaufen und 
einen zusammenhangenden Zug bilden; wir nennen sie 
eine einztigige C^^^ oder Serpentine. Sie hangt im Un- 
endlichen zusammen, wie die Hyperbel, kann auch durch 
ihre unendlich entfernten Punkte in mehrere Zweige zer- 
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fallen, die miteinander wie die Hyperbel zusammenhangen; 
liber diesen Zusammenhang in den unendlich entfernten 
Punkten werden wir noch spater eine Uberlegung anstellen. 
Vorlaufig tritt iins diese C'^' im Gegensatz zur vorigen als 
eine einziigige entgegen, die durch den Punkt D selbst 
hindurchgeht (sobald namlich ^ nach D fallt, geht 8' nach 
Dj) und die charakteristische Eigenschaft besitzt, daB dieser 
eine Zug ein unpaarer Zug ist, d. h. eine Gerade s ihm 
nur entweder in drei oder in einem reellen Punkte (D) be- 
gegnen kann. 

4. Es bleibt uns jetzt nur noch der dritte Fall librig, 
namlich die Annahme, daB von dem Punkte D der Kurve 
vier reelle Tangenten 

^l; ^2? ^8> h 

an dieselbe gehen. 

In diesem Falle muB der Strahl s bei seiner Drehung 
um D jedesmal beim Durchgange durch jeden dieser vier 
Strahlen aus einem Gebiete, in welchem seine beiden ilbrigen 
Schrdttpunkte S §' reell sind, in ein solches libergehen, in wel- 
chem diese Punkte j^g' konjugiert-imaginar sind. Bezeichnen 
wir nun die vier Tangenten aus D in der Reihenfolge, daB bei 
der Drehung des Strahles s zuerst fj, dann t^^ darauf t^ und 
endlich t^ erreicht wird, bis s wieder in die Lage von tj^ 
zurQckkehrt, und machen wir die zulassige Annahme, daB 
bei der Drehung der Strahl s in den beiden Scheitelraumen 
zwischen t^ und t^ nur reelle Schnittpunkte iSS' habe, so 
wird man in den beiden Scheitelraumen zwischen fg ^^^ ^s ^^^ 
konjugiert-imaginare, zwischen fg und ^4 wieder nur reelle 
und endlich zwischen t^ und t^ wieder nur konjugiert-ima- 
gin'are Schnittpunkte SS' haben. Wir erhalten demgemaB 
zwei Paar Scheitelraume, in welchen nur reelle Punkte der 
C^^^ sich befinden, in welchen also die ganze Kurve ver- 
lauft, und dazwischen liegend zwei Paar Scheitelraume, die 
keinen reellen Punkt der C^^^ enthalten. Da diese Scheitel- 
raume nichts miteinander gemein haben, als den Punkt D, 
so muB die Kurve C^^^ eine zweiztigige sein, wie im ersten 
Falle (2.). Der eine Zug verlauft ganz in einem Paar der 
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betreflfenden Scheitelraume und geht durch den Punkt D 
selbst hindurch; auf ihm liegt auch der Tangentialpunkt 
Oi] wir wollen ilin den unpaaren Zug nennen, well jeder 
Strahl Sf welcher in diese betreflfenden Scheitelraume hinein- 
fallt, der C^^^ in drei reellen Punkten begegnet. Der andere 
Zug geht nicht durch D, weil die G^^ keinen Doppelpunkt 
hat; wir wollen ihn den paaren Zug nennen, weil jede 
Gerade s ihm in zwei reellen Punkten begegnet, sobald sie 
in die betreflfenden beiden Scheitelraume hineinfallt, zwischen 
denen er liegt, wahrend der dritte Schnittpunkt D auf dem 
andern Zuge liegt. Jede andere Gerade s durch D, welche 
in einen der iibrigen vier Scheitelraume hineinfallt, die keinen 
Punkt der C^^^ enthalten, begegnet der C^^^ auBer in dem 
reellen Punkte O nur noch in zwei konjugiert-imaginaren 
Punkten §§'. 

5. Wir haben hierdurch alle Moglichkeiten erschopft 
und nur drei Falle I., IT., III. zu unterscheiden gehabt; in 
den Fallen I. und III. ist die C^^^ eine zweiztigige, in dem 
Falle II. eine einziigige. Die Falle I. und III. decken sich 
aber, wie wir sogleich sehen werden, so da6 nur zwei 
wesentlich verschiedene Gestalten der 6'^^^ hervorgehen. 
Wir wissen zunachst, da6 wenn eine C^^^ einen Punkt D 
besitzt, aus welchem keine oder vier reelle Tangenten an 
dieselbe gehen (T. und III.), dieselbe eine zweiztigige sein 
mu6; dagegen wenn sie einen Punkt D besitzt, aus welchem 
nur zwei reelle Tangenten an dieselbe gehen (II.), so 
muB die C^^^ eine einziigige sein. Hieraus folgt in dem 
Falle I., weil die C^^^ eine zweiziigige ist und aus dem Tan- 
gentialpunkt Oi des Punktes D mindestens zwei reelle Tan- 
genten an dieselbe gehen, daB notwendig alle vier Tangenten 
aus Dj an die C^^^ reell sein miissen, denn sonst konnte sie 
nur eine einziigige sein. 

Die Falle I. und HI. unterscheiden sich nur dadurch 
voneinander, daB bei I. der Punkt D auf dem paaren, bei 
III. der Punkt D auf dem unpaaren Zuge der C^^^ liegt. 

Nehmen wir nun im Falle I. auf dem durch D gehenden 
Zuge (dem paaren Zuge) einen beliebigen andern Punkt ^ 
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an, so mtissen aus ihm entweder vier oder keine reelle Tan- 
gente an die C^^^ gehen, well diese eine zweiztigige ist. Die 
erste Moglichkeit trififfc aber nicht zu, denn sonst miisste 
die Gerade | ^0 | der C^^^ in einem dritten Punkte begegnen, 
welcher nach III. auf demselben Zuge, der durch 5p, also 
auch durch D geht, liegen miisste. Dies ist indessen bei 
I. nicht der Fall, wie wir wissen, sondern der dritte Schnitt- 
-punkt von | D5P | mit der C^^^ liegt auf dem andem Zuge 
(dem unpaaren), welcher nicht durch D geht. Also kann 
durch ^ keine reelle Tangente an die C^^^ gehen. 

In dem Falle I. haben also samtliche Punkte desjenigen 
Zuges, welcher durch D geht, des paaren Zuges, die Eigen- 
schaft, da6 keine reelle Tangente aus ihnen an die C^^^ geht. 

Nehmen wir dagegen im Falle I. den zu D zugehorigen 
Tangentialpunkt D,, welcher auf dem nicht durch O gehenden 
Zuge, dem unpaaren, liegen muB, so wird, weil die Kurve 
eine zweiziigige ist, der Punkt Di vier reelle Tangenten an 
die C^^^ senden miissen, und jeder durch D^ gezogene Strahl 
s, welcher noch einen zweiten Punkt ^^ dieses Zuges ent- 
halt, muB nach III. auch seinen dritten Schnittpunkt auf 
diesem Zuge haben. Aus dem zweiten Punkte ^jS^ gehen 
nun entweder vier reelle Tangenten an die C^^^ oder keine, 
weil sie eine zweiziigige ist. Die letztere Moglichkeit ist 
wiederum ausgeschlossen, denn sonst miisste | ^P^Di | der C'^^ 
in einem dritten Punkte begegnen, welcher nach I. auf dem 
andern nicht durch ^j, also auch nicht durch Dj gehenden 
Zuge liegen miisste, was nicht der Pall ist. Also haben in 
dem Falle I. samtliche Punkte desjenigen Zuges, welcher 
nicht durch geht, des unpaaren Zuges, die Eigenschaft, 
vier reelle Tangenten an die C^^^ zu senden. 

Gehen wir andererseits von dem Falle III. aus, in 
welchem die C^^^ ebenfalls eine zweiziigige ist, so wissen 
wir, da6 durch D auf dem unpaaren Zuge vier reelle Tan- 
genten an die C^^^ gehen. Nehmen wir nun einen beliebigen 
Punkt 5p desselben Zuges, so miissen durch ihn entweder 
vier oder keine reelle Tangente an die C^^^ gehen. Die 
letztere Moglichkeit ist unzutreffend ; denn ginge keine reelle 
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Tangente aus 5P an die C^^\ so inusste nach I. jeder durch 
$P gezogene Strahl 5, welcher einen zweiten Punkt desselben 
Zuges enthalt, seinen dritten Schnittpmikt auf dem andem 
nicht durch ^ gehenden Zug haben; nun hat aber der 
Strahl I $PD I seinen dritten Schnittpunkt auf demselben 
durch D und ?P gehenden Zuge, folglich miis^en aus ?P vier 
reelle Tangenten an die C^^^ gehen. 

In dem Falle III. haben also samtliche Punkte des 
durch O gehenden Zuges (des unpaaren Zuges) die Eigen- 
schaft, yier reelle Tangenten an die C^^> zu senden. 

Nehmen wir endlich in dem Falle III. irgend einen 
Punkt $P des nicht durch D gehenden Zuges (des paaren 
Zuges), so mu6 der dritte Schnittpunkt von | D5p | ebenfalls 
auf demselben, dem paaren Zuge, liegen. Die Moglichkeit, 
daB $p vier reelle Tangenten an die C^^^ senden konnte, ist 
dadurch wieder ausgeschlossen, denn sonst miisste jeder 
durch ^ gehende Strahl 5, welcher einen zweiten Punkt 
desselben Zuges enthielte, auch seinen dritten Schnittpunkt 
auf demselben Zuge haben, was filr den Strahl | ?PD | mcht 
zutrifft; also kann aus ^ keine reelle Tangente an die C<*^ 
gehen. 

Im Falle III. haben also samtliche Punkte des nicht 
durch D gehenden Zuges (des paaren Zuges) die Eigen- 
schaft, keine reelle Tangente an die C^^^ zu senden. 

Aus diesen vier Resultaten ersehen wir, daB die fun- 
damentalen Eigenschaften der zweiztigigen C^^^ in den beiden 
F'allen I. und III. sich voUstandig decken und daB wir so- 
nach das Gesamtresultat aussprechen konnen: 

Eine allgemeine Kurve dritter Ordnung (ohne 
Doppelpunkt) kann ntir zwei wesentlich voneinander 
verschiedene Gestalten haben; entweder besteht sie 
aus einem oder aus zwei kontinuierlich verlaufenden 
Ztigen. Die einziigige hat die charakteristische 
Eigenschaft, daB aus jedem ihrer Punkte nur zwei 
reelle Tangenten an dieselbe gehen (selbstverstand- 
lich auBer der Tangente in dem Punkte selbst), die 
beiden librigen Tangenten aber konjugiert-imaginar 
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sind. Die zweizttgige C^^^ hat die charakteristische 
Eigenschaft^ daB aus samtlichen Punkten des einen 
Zuges (des paaren) keine reelle Tangente an die 
Eurve geht, dagegen aus jedem Punkte des andern 
Zuges (des unpaaren) vier reelle Tangenten an die- 
selbe gehen^ von denen zwei den paaren und zwei 
den unpaaren Zug beruhren. Die einziigige C^^' bil- 
det selbstverstandlieh einen unpaaren Zug, indem 
jede Gerade in der Ebene ihr entweder in einem 
oder in drei reellen Punkten begegnet. Die zwei- 
ziigige C^*^ wird von jeder Geraden in der Ebene 
immer so gesciinitten, da6 von den drei Schnitt- 
punkten eine gerade Anzahl (also oder 2) auf 
dem paaren Zuge und eine ungerade Anzahl (also 
3 oder 1) auf dem unpaaren Zuge liegen. 

Die eingeflochtene Bemerkung, daB von den vier reellen 
Tangenten immer zwei den paaren und zwei den unpaaren 
Zug beriihren, folgt aus dem Falle III., weil der eine Zug 
ganz in dem einen Paar Scheitelraume, der andere ganz in 
dem andern Paare enthalten ist von denjenigen Scheitel- 
raumen zwischen ^1^2 ^3^4? welche ttberhaupt Punkte der 
Kurve enthalten. 



§ 17. Droi Gestalten der eihziigigen und fiinf 

der zweiziigigen C^^K 

1. Jede der beiden Hauptgestalten, in welch en die C<^^ 
auftritt, die einziigige und die zweizugige C^^\ bietet mehrere 
verschiedene Untergestalten dar, wenn man die unendlich 
entfernten Punkte der C^^ in Betracht zieht. Fassen wir 
zuerst die einziigige C"^^ ins Auge. Die unendlich entfernte 
Gerade g^ begegnet der C^^' im allgemeinen in drei Punkten, 
von denen einer immer reell sein muB, die beiden andern 
entweder beide reell und voneinander getrennt sein konnen, 
oder beide in einen Punkt zusammenf alien, oder konjugiert- 
imaginar sein konnen. 
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Analog der Terminologie bei den Kegelschnitten unter- 
scheiden wir daher drei Arten der einztigigen C^^\ namlich 

1. die elliptische Serpentine, 

2. die parabolische Serpentine, 

3. die hyperbolische Serpentine. 

Die elliptische Serpentine hat nur einen reellen 
unendlich entfernten Punkt; die Tangente'an demselben ver- 
lauft im Endlichen und heiBt Asymptote. Die elliptische 
Serpentine hat also nur eine reelle im Endlichen verlaufende 
Asymptote. Dieselbe begegnet der Kurve noch in einem 
dritten reellen und im Endlichen liegenden Punkt. Denken 
wir uns diese Asymptote gezogen, so mu6 der kontinuier- 
liche Zug von der einen Halbebene auf einer Seite von der 
reellen Asymptote durch den dritten Schnittpunkt in die 
andere Halbebene ubergehen und sich der Asymptote in 
dem unendlich entfernten Punkte derselben anschlieBen von 
verschiedenen Halbebenen aus nach Art der Hyperbel, welche 
sich mit ihren beiden Zweigen an eine der Asymptoten an- 
schlieBt und dadurch im Unendlichen zusammenhangt * 

[Anmerkung. Wenn man in einem gevrohnlichen 
Punkte einer Kurve (der nicht Wendepunkt oder singular 
ist) die Tangente zieht, welche zwei benachbarte Punkte 
derselben verbindet, so kann dies unendlich kleine Kurven- 
stiick allemal ersetzt werden durch ein gleiches Stiick eines 
Kegelschnitts. Fiir einen gewohnlichen Kurvenpunkt liegt 
also die Tangente zur Kurve genau so, wie fiir einen Punkt 
des Kegelschnitts, d. h. die unmittelbar vorhergehenden und 
unmittelbar nachfolgenden Punkte der Kurve befinden sich 
in derselben Halbebene von der Tangente. Lassen wir 
durch Projektion oder durch projektive Verwandlung den 
Kurvenpunkt in die Unendlichkeit gehen, so wird die Art 
der Beruhrung bleiben wie beim Kegelschnitt, namlich wie 
die Beruhrung einer Asymptote mit der Hyperbel in einem 
unendlich entfernten Punkte derselben, d. h. die beiden dem 
unendlich entfernten Punkte sich nahernden Zweige werden 

* H. Dur^ge: „tJber die Fornaen der Kurven dritter Ordnung". 
Journal f. Math. v. Borchardt, Bd. 76 S. 157. 
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in entgegengesetzten Halbebenen von der Asymptote liegen 
und beide mit ihrer konvexen Seite dem unendlich entfernten 
Piinkte zustreben.] 

Wir konnen uns ein anschauliches Bild von der ellip- 
tischen Serpentine machen, indem wir eine ausgeartete C^^^ 
nehmen^ welche aus einer Ellipse und einer dieselbe in zwei 
reellen Punkten (Doppelpunkten) schneidenden Geraden be- 
steht: losen wir sodann 
die beiden Doppelpunkte 
in der Weise auf , wie es 
die nebenstehende Figur 2 
zeigt, so entstebt die 
elliptische Serpentine mit 
ihrer einzigen reellen 
Asymptote. 

2. Die parabolische 
Serpentine bat auBer 
dem einen reellen unend- 
lich entfernten Punkt mit 
endlicher Asymptote noch 
zwei zusammenfallende un- 
endlich entfernte Punkte, 

also die g^ selbst zur Tangente. Wir machen uns ein 
anschauliches Bild von derselben, indem wir an Stelle der 
vorigen Ellipse eine Parabel setzen, eine Gerade hinzufiigen, 
welche derselben in zwei reellen Punkten begegnet, das 
Ensemble von Parabel und Gerader als eine • ausgeartete 
C<*^ auffassen und die beiden Doppelpunkte in der Art, wie 
es die auf Seite 140 stehende Figur 3 zeigt, auflosen. 
Die parabolische Serpentine besteht daher aus zwei unend- 
lichen Zweigen, die aber einen zusammenhangenden Zug 
bilden, indem sie einmal die g^ bertihren und sich in einem 
unendlich entfernten Punkte derselben vereinigen, auBerdem 
aber in einem dritten unendlich entfernten Punkte an die 
endliche Asymptote sich von entgegengesetzten Halbebenen 
aus anschlieBen nach Art der Hyper bel und dadurch im Un- 
endlichen zusammenhangen. 
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3. Die hyperbolische Serpentine hat drei unendlich 
entfernte getrennt voneinander liegende Punkte, also auch 
drei im Endlichen verlaufende Asymptoten, Tangenten in 
den drei unendlich entfernten Punkten. Die drei Asymptoten 
bilden ein Dreiseit, an dessen Seiten sich die Serpentine in 
den unendlich entfernten Punkten asymptotisch anschliesst, 
nach Art der Hyperbel von verschiedenen Halbebenen aus 

dem unendlich entfernten 
Punkte sich naherod, indem 
sie jede der drei Asymptoten 
noch in einem dritten end- 
lichen Punkte trifiFt. Diese 
drei Punkte miissen in einer 
Geraden liegen (§ 8, 4). 

Wir konnen uns ein an- 
schauliches Bild von der 
hyperbolischen Serpentine 
machen, indem wir drei Ge- 
rade in der Ebene als eine 
ausgeartete C^^^ auffassen 
und die drei Doppelpunkte, 
wie in der auf Seite 141 
stehenden Figur 4 a und 4 b 
auf losen, namlich in dem von 
den drei Geraden gebildeten 
Dreieck entweder zwei innere 
Winkel und einen AuBen- 
winkel, oder alle drei AuBen- 
winkel. In beiden Fallen 
nimmt die hyperbolische Serpentine eine gleiche Gestalt an; sie 
zerfallt namlich in drei Zweige, die im Unendlichen zusammen- 
hangen; der eine triflft keine der drei Asymptoten in einem 
endlichen Punkte, der andere eine derselben, der dritte die beiden 
iibrigen. Der kontinuierliche Zusammenhang der drei Zweige, 
die sich zu einem Zuge zusammenschlieBen, ist in beiden Figuren 
durch die Pfeile angedeutet und beide Figuren sind in ihrer 
Gestaltung nicht wesentlich voneinander verschieden. 




§17. Drei Gestalten d. einziigigen u. funf d. zweiziigigen (7W. j^j 



Fig. 4 a u. 4 b. 



4. Gehen wir nunmehr zur zweizugigen C^^^ uber, so 
ergeben sich hier wiederum durch Betrachtung der unendlich 
entfernten Punkte meh- 
rere Arten der zwei- 
zugigen C^^^; die unend- 
lich entfemte Gerade 
g^ kann namlich dem 
paaren Zuge nur in einer 
geraden Anzahl yon 
Punkten (0 oder 2) dem 
unpaaren Zuge nur in 
einer ungeraden Anzahl 
von Punkten begegnen. 
Hieraus folgt, da6 der 
unpaare Zug immer einen 
reellen unendlich ent- 
fernten Punkt haben 
muB^ also in demselben 
auch eine reelle Tan- 
gente, Asymptote. Seine 
beiden andern unendlich >S^ 
entfernten Punkte kon- 
nen entweder konjugiert- 
imaginar sein, oder zu- 
sammenf alien ; oder reell 
sein und getrennt von- ^ 
einander liegen; der 
paare Zug kann nur ent- 
weder zwei reelle, ge- 
trennt voneinander lie- 
gende Punkte oder zwei 
zusammenf allende , oder 
zwei konjugiert - imagi- 
nare Punkte haben. Da / 
aber die Anzahl der auf 

beiden Ziigen zusammen enthaltenen Punkte immer nur drei 
sein kann, so ergeben sich nur folgende funf Moglichkeiten: 
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Die g^ enthalt Punkte: 
auf dem paaren Zuge: auf dem unpaaren Zuge: 

1. keinen, einen reellen und zwei 

konjugiert- imaginare , 

2. zwei zusammenfallende, einen reellen, 

3. zwei reelle und getrennt einen reellen, 

liegende, 

4. keinen, einen reellen uAd zwei 

zusammenfallende, 

5. keinen, drei reelle und getrennt 

liegende. 
Nennen wir, wie es in § 16 geschehen ist, den unpaaren 
Zug die Serpentine, den paaren Zug das Oval, so ergeben 
sich folgende fiinf Arten der zweizugigen C(^>: 

1. elliptische Serpentine mit elliptischem Oval, 

2. elliptische Serpentine mit parabolischem Oval, 

3. elliptische Serpentine mit hyperbolischem Oval, 

4. parabolische Serpentine mit elliptischem Oval, 

5. hyperbolische Serpentine mit elliptischem Oval. 

DaB keine parabolische oder hyperbolische Serpentine 
mit parabolischem oder hyperbolischem Oval existieren kann, 
ist selbstverstandlich, weil die C^^^ nicht mehr als drei 
reelle unendlich entfernte Punkte haben kann. 

Wir woUen nun diese fiinf Gestalten naher be- 
trachten. 

5. Die elliptische Serpentine mit elliptischem 
Oval hat nur einen reellen Punkt und eine reelle Asymp- 
tote, an welche sich die Serpentine in gleicher Weise an- 
schlieBt, im Unendlichen zusammenhangend wie die in 1. 
betrachtete einzugige elliptische Serpentine. Wir machen 
uns wiederum ein anschauliches Bild von derselben, indem 
wir eine ausgeartete C^^^ nehmen, welche aus einer Ellipse 
und einer dieselbe in zwei reellen Punkten schneidenden 
Geraden besteht, diese beiden Doppelpunkte aber in anderer 
Weise auflosen, wie frilher, namlich so wie in der auf 
Seite 143 stehenden Figur 5. 
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Das Oval bildet eine in sich geschlossene, durchweg im 
Endlichen verlaufende Gestalt, wie sie schematiscli in der 
Figur angedeatet ist. 

Die elliptische Serpentine mit parabolischem 
Oval unterscheidet sich von der vorigen Gestalt nur dadurch, 
dafi das Oval sich parabelartig 
bis in die Unendlichkeit erstreckt, 
die g^ beruhrt; wir gelangen zu 
einem anschaulichen Bild der- 
selben, indem wir eine ausgeartete 
C^^^ nehmen, welche aus einer 
Parabel und einer dieselbe in zwei 
reellen Punkten schneidenden Ge- 
raden besteht, diese beiden Doppel- 
punkte aber in anderer Weise 
auflosen wie bei der einziigigen 
parabolischen Serpentine, namlich 
so wie in der auf Seite 144 stehen- 
den Figur 6. 

Die Knrve besteht aus zwei bis 
ins Unendliche sich erstreckenden 
Zweigen, deren jeder in sich zu- 
sammenhangt, der eine asymp- 
totisch an die einzige reelle end- 
liche Asymptote sich anschliefiend, 
der andere parabelartig die g^ 
beruhrend. 

Die elliptische Serpentine mit hyperbolischom 
Oval hat drei reelle im Endlichen verlaufende Asymptoten; 
der einen Asymptote schlieCt sich die Serpentine im Un- 
endlichen an, wie in den beiden friiheren Fallen; dagegen 
spaltet sich das Oval in zwei Zweige, ebenso wie die Hyper- 
bel, und beide Zweige des Ovals schlieBen sich den beiden 
tibrigen Asymptoten im Unendlichen an, ebenso wie die 
beiden Zweige einer Hyperbel an ihre beiden Asymptoten. 
Diese beiden Zweige hangen also im Unendlichen miteinander 
zusammen und bilden eiuen kontinuierlichen Zug. Die 
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Fig 6. 



Serpentine schneidet alle drei Asymptoten in je einem end- 
lichen Punkt. Die ganze Kurve besteht daher aus drei bis 
ins Unendliche verlaufenden Zweigen, von denen zwei unter 
sich zusammenhangen, der dritte* mit sich selbst; der Zu- 
sammenhang der ersteren ist in der auf Seite 145 stehenden 
Figur 7 durch Pfeile angedeutet. 

Wir machen uns ein an- 
schauliches Bild von dieser 
Kurve, indem wir eine in 
drei Gerade ausgeartete C^^^ 
nehmen and die drei Doppel- 
punkte in anderer Weise auf- 
losen, wie bei der einziigigen 
hyperbolisehen Serpentine, 
namlich so wie die auf 
Seite 145 stehende Figur es 
zeigt, indem wir einen inneren 
Winkel und zwei AuBen- 
winkel des Dreiecks auf- 
losen. 

6. Die parabolische 
Serpentine mit ellip- 
tischemOval unterseheidet 
sich von der einzugigen para- 
bolischen Serpentine dadurch, 
daB zu derselben noch ein 
ganz im Endlichen verlaufen- 
des Oval binzutritt. Die 
Serpentine zerfallt in zwei 
unendliche Zweige, indem 
sie einmal an die einzige endliche Asymptote nach Art der 
Hyperbel in dem unendlich entfemten Punkte sich anschlieBt 
und zusammenhangt und zweitens gleichzeitig in einem andern 
unendlich entfemten Punkte die g^ beriihrt, also parabel- 
artig in demselben zusammenhangt. Wir machen uns wieder 
ein anschauliches Bild der Kurve, indem wir von einer aus- 
gearteten C^^^ ausgehen, die aus einer Parabel und einer 
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dieselbe in zwei reellen Punkten schneidenden Geraden be- 
steht, diese beiden Doppelpunkte aber in anderer Weise 
auflosen, wie bei der einziigigen parabolischen Serpentine, 
namlich so, wie die auf Seite 146 stehende Figur 8 es zeigt. 

Endlich bleibt uns 
als letzte Gestalt noch 
zu betrachten iibrig 
die hyperbolische 
Serpentine mit 
elliptischem Oval, 
welche drei unendlich 
eutfemte getrennt 
voneinander liegende 
Punkte, also drei reelle 
im Endlichen verlau- 
fende Asymptoten hat. - 
Sie unterscheidet sich 
von der einzugigen 
hyperbolischen Ser- 
pentine nur dadurch, 
da 6 zu den drei Zwei- 
gen, in welche die 
Serpentine zerfallt, 
noch ein vierter, namlich ein ganz im Endlichen verlaufendes 
Oval hinzutritt. Der Zusammenhang der Serpentine ist 
fur diesen Fall schon bei der einziigigen erlautert. Wir 
machen uns ein anschauliches Bild von dieser Gestalt, indem 
wir von einer in drei Gerade ausgearteten C^^> ausgehen 
und die drei Doppelpunkte derselben dergestalt auflosen, 
da6 wir alle drei inneren Winkel des Dreiecks verschwinden 
lassen, wie es die auf Seite 147 stehende Figur 9 zeigt. 

7. Hierdurch sind samtliche verschiedenen Gestalten, 
welche die C<*^ liberhaupt annehmen kann, erschopft; es 
giebt deren acht, von denen drei der einziigigen und fiinf 
der zweiziigigen C<*5 angehoren; bei der einziigigen giebt es 
eine Ubergangsgestalt (parabolische), bei der zweiziigigen 
zwei Ubergangsgestalten. Wir erkennen auch aus unserer 
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Betrachtung, daB alle moglichen voneinander verschiedenen 
Gestalten, welche durch die in mehrfaclier Weise mogliche 

Fig. 8. 




Auflosung der Doppelpunkte bei einer ausgearteten C^^^ 
zum Vorschein kommen, hierin enthalten sind und da6 
keine neuen Gestalten durch anderweitige Auflosung der 
Doppelpunkte hervorgehen konnen.* Wir bemerken noch, 

* Dieses Prozesses erw&hnt als von PI ticker herstammend Herr 
F. Elein in seiner Abhandlung: t^ber Flachen dritter Ordnung. (Math. 
Ann., Bd. VI S. 561.) 

Vergl. auch Zeuthen: Sur les differentes formes des courbes 
planes du quatri^me ordre. (Math. Ann., Bd. VII S. 410.) 

Die Einteilung der allgemeinen Enrven dritter Ordnung in ihre 
beiden Gattungen, die einztigige und die zweiziigige, ist von Cremona 
aufgestellt in der Abhandlung: Considerazioni suUe curve piane del 
terz' ordine (Battaglini , Giomale di matematiche , torn II pag. 78), Ton 
H. Dur^ge behandelt in der Abhandlung: OberFormen der Kurven dritter 
Ordnung (Borchardt, Journal f. Math., Bd. 76 S. 168 und Bd. 76 S. 69.) 
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daB die Figuren nicht strenge, sondern nur schematisch die 
Gestalten veranschaulichen. Es ware jetzt nur noch der 
Pall in Betracht zu ziehen, daB alle drei unendlich entfernten 
Punkte der C^^^ in einen 
einzigen zusammenf alien; 
dieser muBte dann ein 
Wendepunkt der Kurve 
sein und die g^ seine 
Wendetangente. Eswurde 
dabei nur die Serpentine 
sich verandem, indem sie 
gleichzeitig eine para- 
bolische und eine hyper- 
bolische wird, also der 
g^ sich parabolisch an- 
schlieBt und weiter keine 
endlicbe Asymptote be- 
sitzt. Bei der zweizugigen 
C(3) wtirde in diesem Fall 
noch ein endliches Oval, 
bei der einziigigen keines 
hinzutreten. 1st aber nur 
einer der* drei unendlich 
entfernten Punkte ein 
Wendepunkt, ohne daB 
die beiden andern unend- 
lich entfernten Punkte 
mit ihm zusammenfallen; 
so andert die Serpentine 
ihren Charakter, indem 

sie nicht, wie im allgemeinen, von verschiedenen Halbebenen 
aus dem unendlich entfernten Punkte der Asymptote sich 
nahert und im Unendlichen anschlieBt, sondern von einer 
und derselben Halbebene aus verlaufend sich dem unend- 
lich entfernten Punkte der endlichen Asymptote nahert; 
denn die Asymptote kann in diesem Fall keinen endlichen 
dritten Schnittpunkt mit der C^^^ weiter gemein haben, 

10* 
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also auch nicht von einer Halbebene in die andere dber- 
treten.* 



§ 18. Bedingungen fiir die Erzeugung einer einzttgigen 

(7(^) (Serpentine) durch zwei projektiye Strahlen- 

inyolntlonen in halbpergipelitiyer Lage. 

1. Wir wissen nach § 16, da6 aus jedem Punkte einer 
einziigigen C^^^ nur zwei reelle Tangenten t^ und t^ an die- 
selbe gehen, die beiden andem allemal konjugiert-imaginar 
sind. Beruhren nun t^ und t^ in den Punkten t^ und tg, so 
konnen nur diese allein als ein Paar konjugierter Punkte 
aufgefaBt werden, durch welche das ganze System yon 
Paaren konjugierter Punkte bestimmt wird, und wir haben 
also nur ein einziges System von Paaren konjugierter 
Punkte, anstatt, wie im allgemeinen, drei Systeme (§ 16). 

Nehmen wir jetzt einen beliebigen Punkt %i der Kurve 
und legen aus ihm die beiden reellen Tangenten t^ und t^ 
an dieselbe, welche in t^ und tg bertihren, so ist der ganze 
Zug der Kurve, wie wir aus § 16 wissen, mit seinen reellen 
Punkten in ein em Paar Scheitelraume zwischen den beiden 
Strahlen t^ und ^g enthalten, wahrend die beiden ubrigen 
Scheitelraume (Nebenscheitelraume) gar keinen reellen Punkt 
der C^^^ enthalten. Die Verbindungslinie Itiigj muS daher 
der Kurve in einem dritten reellen Punkt Sg begegnen, 
welcher ebenfalls in den beiden ersten Scheitelraumen liegt. 

Wenn wir einen beliebigen Punkt unserer Kurve mit 
ti und tg verbinden und diese Verbindungsstrahlen zum 
dritten Mai in t^' und tg der Kurve begegnen, so mOssen 
dieselben ebenfalls in den vorigen beiden Scheitelraumen 
enthalten sein, in welchen iiberhaupt Kurvenpunkte liegen. 
Da nun t{ und t^ ein zweites Paar konjugierter Punkte sind, 
und die zu %i zugehorige Strahleninvolution durch die beiden 
Strahlenpaare 



* Vergl. H. SchrSter: ^Cber Kurven dritter Ordnung** (Matb. 
Ann., Bd. VI S. 102). 
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\%,i,\ und |2;.t,|, |2;,t;| und \%x\ 

bestimmt wird, so muB, well das eine Strahlenpaar durch 
das andere nicht getrennt wird, die zu %i zugehorige 
Strahleninvolution notwendig eine hyperbolische sein. 

Zu %i ist der konjugierte Piinkt Ig? ^® ^^^ wissen, 
der dritte Schnittpunkt von | t^ tg | mit der Kurve. Der 
durch 2^2 gehende Strahl | X2tit2| verbindet zwei konjugierte 
Punkte der C^^\ ist also ein Doppelstrahl der zu 2^2 zu- 
gehorigen Strahleninvolution, und diese ist daher ebenfalls 
eine hyperbolische. Da die den beiden konjugierten 
Punkten %^ und %2 zugehorigen Strahleninvolutionen beide 
hyperbolisch sind, so miissen die den samtlichen Paaren 
konjugierter Punkte zugehorigen Strahleninvolutionen immer 
gleichartig sein (§ 15, 3). Sie miissen aber in unserem Falle 
immer beide hyperbolisch sein, weil das, was von dem will- 
kiirlich auf der C^^^ angenommenen Punkte X^ gilt, auch 
von jedem andern Punkte derselben gel ten mu6; mithin sind 
far eine einziigige C^^^ zwei erzeugende projektive Strahlen- 
involutionen immer beide hyperbolisch. 

2. Da die Doppelstrahlen der zu %i zugehorigen hyper- 
bolischen Strahleninvolution durch jedes Paar konjugierter 
Strahlen derselben harmonisch getrennt werden, so muS 
einer dieser beiden Doppelstrahlen in diejenigen beiden 
Scheitelraume zwischen ^^ und ^2 hineinf alien, welche die 
Punkte der Kurve enthalten und der andere Doppelstrahl 
in die Nebenscheitelraume, welche keinen reellen Punkt der 
Kurve enthalten. Der erste Doppelstrahl muB der Kurve 
in zwei reellen Punkten begegnen (§ 16), der andere in zwei 
konjugiert-imaginaren. Dasselbe gilt auch, wie von Xj, von 
jedem andern Punkte der Kurve. Wir konnen demnach 
folgendes Result at aussprechen: 

Eine einziigige Kurve dritter Ordnung (Serpen- 
tine) kann nur erzeugt werden von zwei Strahlen- 
involutionen in projektiver Beziehung und halb- 
perspektiver Lage, die beide hyperbolisch sind und 
eine derartige Lage haben, da6 von jeder derselben 
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der eine Doppelstrahl der Kurve in zwei reellen, der 
andere in zwei konjugiert-imaginaren Punkten be- 
gegnet. (Die C^^^ ist also hyperbolischen Charakters, § 15.) 

3. Wir konnen die Bedingung fUr die Lage der beiden 
erzeugenden hyperbolischen Strahleninyolutionen noch scharfer 
aussprechen^ wenn wir uns des Hilfsmittels bedienen, yon 
dem wir schon friiher wiederholt Gebrauch gemacht haben 
(§ 3), indem wir jede der beiden Strahleninyolutionen yer- 
mittelst eines Hilfskegelschnitts auf ein einfaches Strahl- 
biischel reduzieren. 

Seien Dj und Dg die Mittelpunkte der beiden erzeugenden 
hyperbolischen Strahleninyolutionen und | DjS |, | DgX | die 
Tangenten der Kurye in den Punkten D^ und Dg, welche 
den gemeinschaftlichen Tangentialpunkt % haben. Ein Hilfs- 
kegelschnitt K^^\ welcher durch D^ und Og geht und in diesen 
Punkten dieselben Tangenten | Di2^ | und | OgS^ | hat, wie 
die C^^\ wird yon den Strahlenpaaren einer jeden der beiden 
erzeugenden Strahleninyolutionen in Punktepaaren durch- 
bohrt, deren Sehnen bez. durch zwei feste Punkte S^ und 
©2 laufen und zwei einfache Strahlbtischel beschreiben. 
Diese stehen in projektiyer Beziehung, weil die beiden er- 
zeugenden Strahleninyolutionen projektiy sind. Da diese 
femer hyperbolisch sind, so miissen die Mittelpunkte S^ 
und ®2 auBerhalb des Hilfskegelschnitts -K^^^ liegen. Wegen 
der halbperspektiyen Lage mu6 dem Strahlenpaar 

lOi^l und ID1D2 I 
das Strahlenpaar 

I OgX I und I 0,0, I 

entsprechend sein; die zugehorigen Durchbohrungssehnen 
mit K^^^ fallen daher zusammen in die Verbindungslinie 

IO1D2I, 
und die beiden Punkte 6j und ©^ miissen folglich auf dieser 
Verbindungslinie liegen; zugleich folgt aber auch, dafi die 
beiden Strahlbtischel [©J und [Sg], welche projektiv sind, 
perspektiye Lage haben, weil in die Verbindungslinie ihrer 
Mittelpunkte zwei entsprechende Strahlen zusammenfallen; 
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eie erzeugen daher eine gerade Linie I, von der jeder Punkt 
J mit ®i und (S^ verbunden zwei entsprechende Strahlen 
der Reduktions-Strahlenbtlschel [SJ iind [©^1 liefert; ist 
also diese Gerade / ermittelt, und ist j ein beliebiger Punkt 
derselben, so schneidet 

I ©lE I den K^^^ in dem Punktepaar \)^\)[, 

iind die Strahlenpaare 

|D,^J und |D,^;|, IDg^,! und ID^ljil 

sind allemal entsprechende Strahlenpaare der beiden er- 
zeugenden Strahleninvolutionen, deren projektive Abhangig- 
keit durch die gerade Punktreihe [j] auf I vermittelt wird. 
4. Die Doppelstrahlen der beiden erzeugenden Strahlen- 
involutionen [DJ und [D2] mogen die Gerade I bez. in den 
Punktepaaren ^^^^ ^^ ^^^, 

treffen^ dann laBt sich die Bedingung fUr die Erzeugung 
der einzilgigen C^^^ aus der Lage dieser beiden Punktepaare 
zueinander bestimmen. Sobald namlich jedes dieser 
beiden Punktepaare durch das andere getrennt 
wird, mu6 die erzeugte C^^^ eine einzilgige sein. 

In der That, liegen die vier Punkte i^^, %[ und gg, ^[ so, 
dafi das erste Paar durch das zweite getrennt wird, so wird 
auch das zweite durch das erste Paar getrennt. 

«! 2i , 

» ■ — ■ ' » ' • I 

Nun sind | S^Silund | ^^%[ \ die beiden Tangenten aus 
©I an den Hilfskegelschnitt Z^ ebenso | ©gSgl und | 6^8^! 
die beiden Tangenten aus (S^ an den Hilfskegelschnitt Jf^^^j 
daher wird von den beiden Strahlen | ©i 82 1 und | Si §2 1 ^®^ 
eine dem Z^*^ in einem reellen Punktepaar, der andere in 
einem konjugiert-imaginaren Punktepaar begegnen musseu 
wegen der Lage der vier Punkte 8. Der eine Doppelstrahl 
I O2 82 1 der erzeugenden Strahleninvolution [Dg] wird also 
von dem entsprechenden Strahlenpaare der erzeugenden 
Strahleninvolution [DJ in zwei reellen Punkten, der andere 
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Doppelstralil | ©2^2 1 ^ ^^®^ konjugiert-imaginaren Punkten 
getroffen, und dasselbe gilt fur die beiden Doppelstrahlen der 
erzeugenden Strahleninvolution [DJ. Es findet also in der 
That die fUr die einzligige C^^^ charakteristische Eigenschaft 
statt, da6 von den beiden Doppelstrahlen der erzengenden 
Strahleninvolutionen der eine der C^^^ in zwei reellen, der 
andere in zwei konjugiert-imaginaren Punkten bejgegnet; 
also ist die vorige Behauptung bestatigt. 

Was von dem willkiirlich gewahlten Paare konjugierter 
Punkte Oi und O2 auf der G^^^ gilt als Mittelpunkten zweier 
,erzeugenden Strahleninvolutionen, mu6 in gleicher Weise 
filr jedes andere Paar konjugierter Punkte derselben Kurve 
gelten, weil alle die gleiche charakteristische Eigenschaft 
besitzen, nur zwei reelle Tangenten an die Kurve zu senden. 

§ 19. Bedingungen fttr die Erzeugung einer zwei- 
zfigigen C(^> dureh zwei projektive Stralileninvolutionen 

in halbperspektiver Lage. 

1. Wir haben in § 16 als charakteristische Eigenscbaft 
der zweiziigigen C^^^ kennen gelernt, dafi aus jedem Punkte 
des paaren Zuges derselben keine, aus jedem Punkte des 
unpaaren Zuges vier reelle Tangenten an dieselbe gehen. 
Nehmen wir daher einen Punkt D des unpaaren Zuges, so 
lassen sich die von ihm ausgehenden Tangenten 

^1; ^2) h) ^l 

immer so bezeichnen, daB t^ und t^ an den paaren Zug 
gehen und zugleich die beiden Scheitelraume fixieren, in 
denen der ganze paare Zug enthalten ist, t^ und t^ an den 
unpaaren Zug gehen und ebenfalls zwei Scheitelraume 
fixieren, innerhalb deren der ganze unpaare Zug verlauft, 
da6 ferner zwischen diesen vier Scheitelraumen vier andere 
sich hineinfiigen, die keinen reellen Punkt der C^^^ enthalten, 
und endlich die vier Tangenten in der Reihenfolge 

h} h) ^3' h 
von einem um D kontinuierlich gedrehten Strahl s erreicht 
werden (§ 16). 
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Dies vorausgesetzt, wird das Strahlenpaar t^t^ nicht ge- 
trennt durch das Strahlenpaar ^gi^^, ebensowenig t^t^ durch 
^2^8, dagegen wird t^tQ durch ^2^4 getrennt. 

Bezeichnen wir die Beriihrungspunkte der yier Tan- 
genten entsprechend mit 

M7 h> h) h) 

so lassen sich dieselben auf dreierlei Art in Paare kon- 
jugierter Punkte (mit demselben Tangentialpunkt) zerlegen 
(§ 15) 
1) ti und tg, tg nnd t^^ als Paare konjugierter Punkte, 

^) *1 >> *4; ^2 ;? ^3 w ?7 ?; ?? 

GemaB unserer Annahme fur die Lage der vier Tan- 
genten ^j, ^2? ^s; h ^^^^ dann im ersten Falle die zu D zu- 
gehorige Strahleninvolution eine hyperbolische, im zweiten 
Falle eine elliptische und im dritten Falle wieder eine 
hyperbolische sein, und filr jeden dieser drei Falle ist 
das ganze System der Paare konjugierter Punkte und der 
zugehorigen Strahleninvolutionen vollstandig bestimmt. 

2. Im ersten Falle ist nun, wie wir wissen, der zu O 
konjugierte Punkt Dj der Schnittpunkt 

(tltg, tgO = Di, 

die ihm zugehorige Strahleninvolution eine hyperbolische, 
und |tit2|, Itgt^l sind ihre beiden Doppelstrahlen; der erste 
begegnet dem paaren, der zweite dem unpaaren Zuge in 
je zwei reellen Punkten; folglich liegt der Punkt D^ auf 
dem unpaaren Zuge. Das Gleiche gilt von dem Punkte D 
und demgemaB von jedem Paare konjugierter Punkte, die 
auf dem unpaaren Zuge liegen. Dagegen mu6 jeder Punkt 
des paaren Zuges seinen konjugierten Punkt wieder auf dem 
paaren Zuge haben und jedem Punkte des paaren Zuges 
mu6 eine elliptische Strahleninvolution zugehoren; denn sei 
5P ein solcher, und gehorte ihm eine hyperbolische Strahlen- 
involution zu, so miiBte ein reeller Doppelstrahl derselben 
der Kurve in zwei konjugierten Punkten begegnen, von 
denen einer auf dem paaren, der andere auf dem unpaaren 
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Zuge liegen mtiBte. Dies ist aber nicht moglich, weil in 
unserem Falle konjugierte Punkte immer auf demselben 
Zuge liegen; also kann auch die zu ^ zugehorige Stralilen- 
involution keine hyperbolisclie sein. 

Wir erhalten also im ersten Palle folgendes Resultat: 

Wenn die beiden erzeugenden Stralileninvolu- 
tionen in projektiver Beziehung und halbperspek- 
tiver Lage beide hyperbolisch sind und jeder der 
vier Doppelstrahlen der beiden Involutionen der 
Kurve in je zwei reellen Punkten begegnet, so ist 
die von ihnen erzeugte C^^^ eine zweiziigige. Die 
Mittelpunkte der beiden erzeugenden Strableninvo- 
lutionen liegen auf dem unpaaren Zuge. Die Paare 
konjugierter Punkte der Kurve liegen so verteilt 
auf derselben, daB jedes Paar auf demselben Zuge 
sich befindet. Jedem Punkte des unpaaren Zuges 
gehort eine hyperbolische Strahleninvolution zu, 
deren Doppelstrahlen der Kurve in je zwei reellen 
Punkten begegnen, Jedem Punkte des paaren Zuges 
gehort eine elliptische Strahleninvolution zu. (Die 
C^^^ ist also elliptischen Charakters, § 15.) 

3. Im zweiten Falle ist die zu D zugehorige Strahlen- 
involution eine elliptische; der zu D konjugierte Punkt 0^ 
ist der Schnittpunkt 

die ihm zugehorige Strahleninvolution ist eine hyperbolische, 
und I titg I, |t2t4| sind ihre Doppelstrahlen; der Punkt Dj 
liegt daher auf dem paaren Zuge. Das Gleiche gilt von 
jedem Paare konjugierter Punkte, von denen immer der eine 
auf dem unpaaren, der andere auf dem paaren Zuge Uegt. 
Die dem ersteren Punkte zugehorige Strahleninvolution ist 
immer eine elliptische, die dem zweiten zugehorige eine 
hyperbolische. Die Doppelstrahlen der letzteren begegnen 
beide der Kurve in reellen Punktepaaren. 

Wir schlieBen also fiir den zweiten Fall folgendes Re- 
sultat: 
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W.enn von den beiden erzeugenden Strahlen- 
involutionen in projektiver Beziehung und halb- 
perspektiver Lage die eine hyperbolisch, die andere 
elliptisch ist, so ist die von ihnen erzeugte C^^^ eine 
zweiziigige. Der Mittelpunkt der elliptischen Strah- 
leninvolution liegt auf dem unpaaren, der Mittel- 
punkt der hyperbolischen auf dem paaren Zuge. 
Die Paare konjugierter Punkte liegen so verteilt 
auf der Kurve, da6 jeder Punkt des einen Zuges 
seinen konjugierten Punkt auf dem andern Zuge hat. 
Jedem Punkte des unpaaren Zuges gehort eine ellip- 
tische, jedem Punkte des paaren Zuges eine hyper- 
bolische Strahleninvolution zu. Die Doppelstrahlen 
der ietzteren begegnen beide der Kurve in reellen 
Punktepaaren. (Die C^^^ ist also dualen Charakters, § 15.) 

4. Im dritten Falle ist die zu O zugehorige Strahlen- 
involution eine hyperbolische, und der eine Doppelstrahl 
derselben muB in die Scheitelraume zwischen fg ^^^ ^3? ^^^ 
andere in die Scheitelraume zwischen ^4 und ^^ hineinfallen, 
welche beide keinen reellen Punkt der 6'^^* enthalten, also 
beide Doppelstrahlen begegnen der Kurve in konjugiert- 
imaginaren Punkten. Der zu D koujugierte Punkt Dj ist 

der Schnittpunkt ... . . v -. 

Wsj Ut,) = Oi, 

er liegt daher auf dem paaren Zuge, und die ihm zugehorige 
Strahleninvolution ist eine hyperbolische, deren beide Doppel- 
strahlen Itgtgl und I t^tj I der Kurve in reellen Punkte- 
paaren begegnen. Das Gleiche gilt von jedem Paare kon- 
jugierter Punkte DDi, von denen imnier der eine auf dem 
unpaaren, der andere auf dem paaren Zuge der C^*^ liegt. 
Wir konnen demgem'afl folgendes Resultat aussprechen: 

Wenn die beiden erzeugenden Strahleninvolu- 
tionen in projektiver Beziehung und halbperspek- 
tiver Lage hyperbolisch sind und die Doppelstrahlen 
der einen hyperbolischen Strahleninvolution in 
keinem reellen Punkte der Kurve begegnen, dann 
ist die von ihnen erzeugte C^^^ eine zweiziigige. Der 
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Mittelpunkt dieser Strahleninvolution, derenDoppel- 
strahlen in keinem reellen Punkte der Kurve begeg- 
neiiy liegt auf dem unpaaren Zuge; der Mittelpunkt der 
andern Strahleninvolution des konjugierten Punktes 
dagegen liegt auf dem paaren Zuge^ und die Doppel- 
strahlen derselben begegnen der Kurve in reellen 
Punktepaaren. Die Paare konjugierter Punkte liegen 
so verteilt auf der Kurve, daB jeder Punkt des einen 
Zuges seinen konjugierten Punkt auf dem andern 
Zuge hat. Samtlichen Punkten beider Ztlge ge- 
horen hyperbolische Strahleninvolutionen zu, aber 
den Punkten des unpaaren Zuges seiche, deren 
Doppelstrahleu der Kurve in keinem reellen Punkte 
begegnen, den .Punkten des paaren Zuges solche, 
deren Doppelstrahleu beide in je zwei reellen 
Punkten der Kurve begegnen. (Die C^^^ ist also hyper- 
bolischen Charakters, § 15.) 

Der Fall, daS far zwei erzeugende hyperbolische Strahlen- 
involutionen keiner der vier Doppelstrahleu der Kurve in 
reellen Punkten begegnet, kann niemals eintreten. Denn 
sobald nur einer der Mittelpunkte beider erzeugenden Strahlen- 
involutionen auf dem unpaaren Zuge liegt, mu6 sein kon- 
jugierter Punkt immer eine hyperbolische Strahleninvolution 
aussenden, deren Doppelstrahleu beide der Kurve in reellen 
Punkten begegnen, weil bei der zweiziigigen C^^^ von dem 
ersteren Punkte vier reelle Tangenten an dieselbe gehen. 
Liegt aber einer der beiden Mittelpunkte der erzeugenden 
Strahleninvolutionen auf dem paaren Zuge und ist diese 
eine hyperbolische, so muB ein reeller Doppelstrahl der- 
selben, weil er einen Punkt des paaren Zuges enthalt, noch 
einen zweiten reellen Punkt desselben enthalten und deu 
dritten Schnittpunkt auf dem unpaaren Zuge haben; jeden- 
falls muS es ein Doppelstrahl sein, welcher der Kurve in 
zwei reellen Punkten begegnet; also ist es nicht moglich, 
daS von zwei erzeugenden hyperbolischen Strahleninvolutionen 
der zweiziigigen C^^^ alle vier Doppelstrahleu keinen weiteren 
reellen Punkt der Kurve enthalten. 
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5. Wir miissen aber nun noch einmal zu dem ersten 
Falle zuriickkehren, bei welchem Paare konjugierter Punkte 
immer auf demselben Zuge der zweiztigigen C^^^ enthalten 
sind. Wir haben namlich nur die Voraussetzung gemacht, 
daB der Punkt D, von welchem wir ausgingen, auf dem 
unpaaren Zuge (1.) liege. Nehmen wir dagegen einen Punkt 
^ des paaren Zuges an^ so bestimmen die Strahleopaare 

1) |?ptj l^pt^l und |$pt3| l^tj, 

2) l^tji^t,! „ |5Pt,||^tJ, 

3) l^tj|?ptj „ l^t,||$t3| 

drei Strahleninvolutionen, von denen bekanntlich immer 
zwei hyperboliseh sein miissen und die dritte elliptisch ist. 
Da nun in den Fallen 2) und 3) die jedem Punkt ^ des 
paaren Zuges zugehorige Strahleninvolution eine hyper- 
bolische ist, so mu6 sie in dem Falle 1) eine elliptische 
sein. Also miissen in dem ersten Falle, wenn wir zwei 
koiijugierte Punkte auf dem paaren Zuge der C^^^ (und in 
diesem Falle liegen immer zwei konjugierte Punkte auf 
demselben Zuge der Kurve) als Mittelpunkte erzeugender 
Strahleninvolutionen wahlen, dieselben beide elliptisch sein. 
Wir miissen daher dem ersten Falle noch ein zweites Re- 
sultat hinzuffigen: 

Wenn die beiden erzeugenden Strahleninvolu- 
tionen in projektiver Beziehung und halbperspek- 
tiver Lage elliptisch sind, so ist die von ihnen er- 
zeugte C^^^ eine zweiziigige, und die Mittelpunkte 
beider Strahleninvolutionen liegen auf dem paaren 
Zuge. Die Paare konjugierter Punkte liegen so ver- 
teilt auf derselben, daB jedes Paar auf demselben 
Zuge sich befindet. Jedem Punkte des paaren Zuges 
gehort eine elliptische Strahleninvolution zu; jedem 
Punkte des unpaaren Zuges eine hyperbolische, 
deren Doppelstrahlen der Kurve in je zwei reellen 
Punkten begegnen. (Die C^^^ ist also elliptischen Cha- 
rakters.) Hierdurch sind alle Moglichkeiten fiir die Er- 
zeugung einer C<*^ durch zwei projektive Strahleninvolutionen 
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in halbperspektiver Lage erschopft, wie aus der Unter- 
suchung des folgenden Paragraphen hervorgeht. 

Fassen wir die in § 18 und § 19 gewonnenen Resultate 
zusammen^ so sehen wir, daB eine C^^^ dualen Charakters 
nur auf eine Weise hervortritt und zwar als zweiziigige 
(§ 19, 8), dagegen eine C^^^ elliptischeD Charakters auf zwei 
Weisen hervorgeht, beidemal als zweiziigige und mit dem 
Unterschiede, daB das eine Mai die Mittelpunkte der er- 
zeugenden Strahleninvolutionen auf dem paaren Zuge, das 
andere Mai auf dem unpaaren Zuge angenommen werden 
(§ 19, 6 und § 19, 2), endlich eine C^'^ hyperbolischen Cha- 
rakters auf zwei Weisen auftritt, einmal als einzUgige 
(§ 18,2) und zweitens als zweiziigige (§ 19,4). Da in den 
beiden letzten Fallen den Punkten des unpaaren Zuges 
hyperbolische Strahleninvolutionen zugehoren, von deren 
Doppelstrahlen entweder der eine oder beide der C^^^ in 
konjugiert-imaginaren Punkten begegnen, so ist die zu einer 
(7(8) hyperbolischen Charakters zugehorige ^^'^ entweder 
dualen oder elliptischen Charakters, niemals hyperbolischen 
Charakters, wodurch die am Ende von § 15 gemachte Be- 
merkuDg bestatigt wird. In den drei Ubrigen Fallen ist die 
^(8) immer hyperbolischen Charakters, weil reelle Doppel- 
strahlen in diesen Fallen in reellen Punktepaaren der C^^^ 
begegnen. 

§ 20. Untersnchung aller moglichen FUle bel der 

Erzeugung einer (7<^> dnrch zwei projektiye Strahlen- 

inyolationen in halbpierspektiyer Lage. 

1, Gehen wir umgekehrt, wie in den beiden vorigen 
Paragraphen, von der Erzeugung einer C'^^ durch zwei pro- 
jektive Strahleninvolutionen in halbperspektiver Lage aus, 
so treten uns zunachst drei Moglichkeiten entgegen, namlich 

a) beide erzeugende Strahleninvolutionen sind elliptisch, 

/J) die eine ist elliptisch, die andere hyperbolisch, 

y) beide sind hyperbolisch. 



I 
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Wir wenden nunmehr die Hilfsbetrachtung an, welche 
bereits in § 18, 3 auseinander gesetzt ist, indem wir die 
projektive Abhangigkeit der beiden erzeugenden Strahlen- 
involutionen O^ und Dg ^^^<!^^ ^i® Punkte j einer Geraden 
I vermitteln und die Strahleninvolutionen selbst auf zwei 
einfache Strahlbtischel S^ und ©2 reduzieren vermittelst 
eines Hilfskegelschnitts K^^\ welcher durch D^ und Dg geht 
und die Tangenten der C^^^ in diesen Punkten beriihrt; die 
Punkte (Sj und Kg miissen dann auf der Verbindungslinie 
I Di ©2 I liegen und entweder innerhalb oder auQerhalb des 
Kegelschnitts K^^\ je nachdera die Strahleninvolutionen [DJ 
und [D2] elliptisch oder hyperbolisch sind. 

Trgend ein Punkt g der Geraden I liefert dann zwei 
entsprechende Strahlen |®iE| und | ©2E I? welche K^^^ in 
den Punktepaaren t)i t|{und ^2 ^2 schneiden, und die Strahlenpaare 

sind entsprechende Strahlenpaare der beiden erzeugenden 
Strahleninvolutionen. Entspricht einem Doppelstrahl der 
einen Involution ein reelles Strahle^paar der andern, so sind 
die beiden Schnittpunkte desselben mit dem ersteren die 
BerQhrungspunkte zweier reellen Tangenten, welche vom 
Mittelpunkte der zweiten Involution an die Kurve gehen. 

2. Dies vorausgeschickt nehmen wir nun den ersten 
Fall an, da6 die beiden erzeugenden Strahleninvolutionen 
elliptisch sind, dann liegen ©^ und ©g beide innerhalb des 
Hilfskegelschnitts K^^\ Jeder Strahl durch ®^, wie auch 
durch ©2, begegnet dem K^^^ in zwei reellen, getrennt von- 
einander liegenden Punkten; es giebt daher weder aus D^ 
noch aus Dg reelle Tangenten an die erzeugte C^^\ diese 
muB daher eine zweizfigige sein, und die Mittelpunkte der 
erzeugenden Strahleninvolutionen D1D2 iniissen auf dem 
paaren Zuge derselben liegen. Wir erhalten ferner nur 
reelle Strahlenpaare in den beiden erzeugenden Strahlen- 
involutionen, die einander entsprechen. Zwei solche 

Xj^xl und X2X2 
schneiden sich in vier Punkten, die zwei Paare konjugierter 
Punkte der C^^^ liefern, namlich 
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(^1 ^2 ) ^ P2? (^1 ^2) ^ ^i • 

Da nun Dj und Dg ^^^ ^®^ paaren Zuge der Kurve liegen, 
so miissen Ip^ und q^ auf yerschiedenen Ziigen der Kurve 
liegen; nehmen wir also an, p^ liegt auf dem paaren, so 
muB q^ auf dem unpaaren liegen, folglich triflft | D2Q1I ^^® ^^^^ 
in p2? einem Punkte des paaren Zuges, und ID1P2I 1° ^n 
einem Punkte des unpaaren Zuges; es liegen also die kon- 
jugierten Punkte pi,p2 beide auf dem paaren, qj, q^ beide 
auf dem unpaaren Zuge. Weil die Verbindungslinie \pip2\ 
und ebenso auch die Verbindungslinie | qi q2 1 allemal die 
C^^^ in einem Punkte des unpaaren Zuges treflfen mu6 und 
fiir einen solchen Punkt diese Verbindungslinie ein Doppel- 
strabl der zugehorigen Strahleninvolution ist, so sind die 
zu samtlichen Punkten des unpaaren Zuges zugehorigen 
Strahleninvolution en hyperbolisch; einem Punkte des paaren 
Zuges muB aber immer eine elliptische Strahleninvolution 
zugehoren, weil die Verbindungslinie zweier konjugierten 
Punkte der C"^^ in diesem Palle niemals ihren dritten 
Schnittpunkt auf dem paaren Zuge haben kann. Wir haben 
also hier den in § 19, B beschriebenen Fall vor uns. 

3. Ist von den beiden erzeugenden Strahleninvolutionen 
die eine [DJ elliptisch und die andere [Og] hyperbolisch, 
so liegt ®i innerhalb und ©^ auBerhalb des Hilfskegel- 
schnitts Z"^^); die beiden reellen Tangenten aus ©^ an K^^^ 
haben zwei Beriihrungspunkte, welche mit Dg verbunden 
die Doppelstrahlen der zugehorigen Strahleninvolution liefern. 
Schneiden dieselben die vermittelnde Gerade I in 

§2 und g^, 

und verbinden wir den innerhalb K^^^ liegenden Punkt ©i 
mit 82 und 82, so schneidet jeder der beiden Strahlen 

le^ggl ^^ 1^182 1 

den K^^^ in zwei reellen Punkten, welche mit Oi verbunden 
diejenigen Strahlenpaare liefern, die den Doppelstrahlen 
I Dj i^2 1 ^^d I ^2 ^2 1 entsprechen. Jeder der Doppelstrahlen 
der Involution [Dj] ^rd daher in zwei reellen Punkten von 
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dem entsprechenden Strahlenpaar der Involution [D,] ge- 
schnitten. Diese beiden Strablenpaare aus O^ sind also 
vier reelle Tangenten an die C^^K Die erzeugte C^^' ist 
mithin eine zweizugige und der Punkt O^ liegt auf ihrem 
unpaaren Zuge. Der Punkt O2 niuB aber auf dem paaren 
Zuge liegen, weil die Strableninvolution [DJ keine reellen 
Doppelstrahlen bat, also aucb der Punkt Dg keine reellen 
Tangenten an die C^^^ sendet. Die elliptisebe Strablen- 
involution [Dj] entbalt nur reelle Strablenpaare, die byper- 
boliscbe [D2] reelle, aucb konjugiert-imaginare Strablenpaare. 
Entsprecben sicb nun zwei reelle Strablenpaare 

Xix[ und 0^2 ^2, 
80 liefem die vier Scbnittpnnkte 

zwei Paare konjugierter Punkte p^pg ^^^ ^i^r ^^ ^^^ ^i 
auf dem unpaaren und D2 auf dem paaren Zuge der C^^^ liegt, 
so mtlssen p^ nnd q^ auf verscbiedenen Ziigen der Kurve 
liegen; nebmen wir p^ auf dem unpaaren Zuge an, so liegt 
q2 auf dem paaren; folglicb triflft IDiCjgl die C^^^ in p.^, 
einem Punkte des paaren Zuges, und | DgP? I ^^ flo einem 
Punkte des unpaaren Zuges; die beiden konjugierten Punkte 
p, , p2 und ebenso q^ , qg liegen also immer auf verscbiedenen 
Kurvenziigen. Die Verbindungslinie | P1P2I ^^^ ebenso aucb 
die Verbindungslinie | qiQ2l triflft die C^^^ allemal in einem 
Punkte des paaren Zuges und ist ftir einen solcben Punkt 
ein Doppelstrabl der zugeborigen Strableninvolution. Daher 
sind die zu samtlicben Punkten des Zuges Kugehorigen 
Strableninvolutionen byperboliscb. Einem Punkte des un- 
paaren Zuges muB aber immer eine elliptisebe Strablen- 
involution zugeboren, weil die Verbindungslinie zweier kon- 
jugierten Punkte der C^^^ in diesem Palle niemals ibren 
dritten Scbnittpunkt auf dem unpaaren Zuge baben kann. 
Wir baben also bier den in § 19, 3 bescbriebenen Fall vor uns. 
4. Sind endlicb beide erzeugende Strableninvolutionen 
[DJ und [O2] byperboliscb, so liegen die Pimkte Sj und 

Sohr5ter, Theorie der ebenen Kurven 3. OrdD. 11 
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&2 beide auBerhalb des Hilfskegelschnitts K^^\ senden also 
reelle Tangentenpaare an denselben, deren Beriihrungspunkte 
mit Oj und Dg bez. yerbunden die vier Doppelstrablen der 
Involutionen [DJ und [Og] liefern. 

Hier werden wir nun mehrere Falle zu unterscheiden 
haben je nach der Lage der vermittelnden Geraden / (S. 151); 
auf welcher diejenigen Gebiete voneinander zu trennen sind, 
in denen ein Punkt j Hegt, der mit 6^ und ®2 verbunden 
solche Strahlen liefert, die K^^^ in reellen Punktepaaren 
begegnen oder nicht. 

Gehen namlich von einem Punkte (£ zwei reelle Tan- 
genten an einen Kegelschnitt K^^^ und treffen eine Gerade / 
in dem Punktepaar SS', so trennen dieselben auf der Ge- 
raden I zwei Gebiete voneinander; in dem einen liegen 
solche Punkte j, deren VerbindungsstraHlen mit ® dem 
K^^^ in zwei reellen Punkten begegnen, in dem andern 
solche Punkte j, deren Verbindungsstrahlen mit S dem 
K^*^ in keinem reellen Punkt begegnen. Wir woUen diese 
beiden Gebiete durch die Zeichen + und — voneinander 
unterscheiden. 

Nun kann entweder das 4-Gebiet zwischen § und §>' 
liegen und das — Gebiet auBerhalb der Strecke S^' oder 
umgekehrt, je nach der Lage der Geraden I zu dem Kegel- 
schnitt K^^\ Haben wir aus zwei Punkten 6^ imd ©g ^^^^ 
reelle Tangentenpaare an K^^\ welche in den Punktepaaren 

Sjgj und ^2^2 

der Geraden I begegnen, so haben wir auf derselben zwei- 
mal + Gebiete und —Gebiete, die einander zum Teil decken 
oder nicht decken, je nach der Lage der Punkte ^i,^!;^? 
§2 zueinander, und hier konnen drei verschiedene Falle ein- 
treten: 

«) jedes der beiden Paare wird durch das andere ge- 
trennt; 

P) das eine Paar liegt ganz innerhalb des andern (d. h. 
alle Punkte der einen Strecke sind gleichzeitig Punkte der 
andern, aber nicht umgekehrt); 
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y) das eine Paar liegt ganz auBerhalb des andern Paares 
(d. h. die beiden Strecken habeh keinen Punkt miteinander 
gemein). 

Da nun ein Punkt j in einem +Gebiete mit ©^ oder ©2 
verbunden eine Gerade liefert, die dem Kegelschnitt K^^^ in 
zwei reellen Punkten begegnet, so werden diese mit Dj oder 
Dg verbunden auch reelie Strahlenpaare der beiden Invo- 
lutionen [DJ ^ oder [Dg] liefern, die einander entsprechend 
sind. Wir konnen also beurteilen, ob reelie Strahlenpaare 
einander entsprechen oder konjugiert - imaginare oder ein 
reelles einem konjugiert -imaginaren oder umgekehrt. 

5. Betrachten wir daher den ersten Fall, in welchem 
jedes des beiden Paare $^^%[ und §5,^2 durch das andere ge- 
trennt wird, und bezeichnen wir die + und — Gebiete fiir 
das erste Paar %^^[ oberhalb der Geraden l, fiir das zweite 
Paar ^2^2 ^^terhalb der Geraden /, so haben wir im ersten 
Pall die vier Moglichkeiten: 



I. 



II. 



III. 




IV. 



In alien diesen vier Fallen kommen entsprechende 

-f-Gebiete zur Deckung; es giebt also immer entsprechende 

reelie Strahlenpaare der beiden erzeugenden Involutionen. 

Suchen wir die den Doppelstrahlen der erzeugenden hyper- 

bolischen Involutionen entsprechenden Strahlenpaare auf, so 

erkennen wir folgendes Verhalten: In I. entspricht: 

11* 
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dem Doppelstrahl |£)|dj ein imag. Strahlenpaar in [Dg]; 



?? V *^l ^1 


„ reelles „ 


77 [D^], 


n V 1 ^2^2 


77 77 77 


„ [OJ, 


V 7} ^2^2 


77 imag. „ 


„ [DJ. 


In II. entspricht: 






dem Doppelstrahl Djgj 


ein reelles Strahlenpaar 


in [0,1 


77 >> *^1 ^1 


77 ™ag. „ 


77 [0,1 


71 ?? 1 ^2^2 


„ reelles „ 


7, [0,1 


W W *^2^2 


V ™ag. „ . 


„ [OJ. 


In III. entspricht: 






dem Doppelstrahl O^i^i 


ein imag. Strahlenpaar 


in [DJ, 


7? » ^1 ^1 


„ reelles „ 


,7 [O2], 


>> 7? ^2 ^ 


77 ™ag. „ 


77 [DJ; 


77 V ^2^2 


„ reelles „ 


,7 [OJ. 


In IV, entspricht: 






dem Doppelstrahl DjSj 


ein reelles Strahlenpaar 


in [D,], 


?> 77 ^1 ^1 


77 i°^ag- 77 


„ [C»L 


,7 ?7 *-^2 ^2 


77 77 77 


,, [0.], 


7) 77 ^2^2 


„ reelles „ 


„ [OJ. 



Da aber die Durchschnittspunkte eines Doppelstrahles 
mit jedem der beiden Strahlen des entsprechenden Strahlen- 
paares die Beriihningspunkte des letzteren mit der C^^^ sind, 
so sehen wir, daB in alien vier Fallen (L, II., III., IV.) aus 
jedem der beiden Mittelpunkte der erzeugenden Strahlen- 
involutionen nur zwei reelle Tangenten an die C^^) gehen, 
wahrend die beiden tibrigen konjugiert-imaginar sind. Von 
den Doppelstrahlen jeder der beiden erzeugenden hyper- 
bolischen Strahlenihvolutionen schneidet der eine in zwei 
reellen, der andere in zwei konjugiert-imaginaren Punkten 
die C^*\ Wir haben also den in § 18, 2 beschriebenen Fall 
vor uns. 

6. Wir gehen jetzt zu dem zweiten zu nntersuchenden 
Hauptfalle iiber, daB namlich das eine Paar ^2^2 S^^ 
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innerhalb des andem g^gl gelegen ist. Wir haben hier 
wiederum vier Moglichkeiten: 



+ 



I. 



8' 



-^A > >, " at "^ 



h ^ ^2 

+ 



11. 






III. 




% Sg 



f ^ 



+ 



+ 



"8< 



;>* 



2 I *'2 



IV. 



+ 



^ «2 _ »2 ^ 



In den Fallen I., II., IV. giebt es immer entsprechende 
+ 6ebiete, die sich decken, also auch immer reelle ent- 
sprechende Strahlenpaare der beiden erzeugenden Invo- 
lutionen. Nur in dem Falle III. kommen keine solchen vor. 
Wir erhalten also in diesem Falle tiberhaupt keine reellen 
Punkte der C^^\ weil immer, wo wir auch den Punkt j auf 
{ annehmen mogen, entweder einem reellen Strahlenpaar in 
[DJ ein konjugiert-imaginares Strahlenpaar in [Dg] oder 
umgekehrt, oder einem imaginaren Strahlenpaar in [D^] 
wieder ein imaginares Strahlenpaar in [Dg] entspricht. Wir 
konnen also diesen Fall als illusorisch ganz fortlassen, weil 
wir dabei liberhaupt keine reellen Punkte der C^^^ (auBer 
Dj und Dg) erhalten. 

Suchen wir jetzt die den Doppelstrahlen der beiden er- 
zeugenden hyperbolischen Involutionen entsprechenden Strah- 
lenpaare auf, so erkennen wir folgendes Verhalten: In I. 
entspricht: 
dem Doppelstrahl IDi^il ein imag. Strahlenpaar in [Og]; 

„ „ lOjjgjI „ reelles „ „ [Dj, 



7J )f 
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In II. entspricht: 
dem Doppelstrahl | O^d^ 



ein reelles Strahlenpaar in [Dg], 



yy ?? *^i ^1 


)? 


;> 


;^ ?? ^aJ^ 


y) ?7 ^2 ^2 


yy 


w 


yy ' w L*-^iJ; 


>; W ^2 ^2 


?> 


>? 


„ [D,]. 


In HI. entspricht: 








dem Doppelstrahl O^S] 


ein 


imag. 


Strahlenpaar in [DJ, 


yy w *^i ^1 




yy 


;> » L*-'2J» 


yy iy ^2 ^2 


7? 


yy 


„ [OJ, 


;? w ^2^2 


7> 


?? 


„ [OJ. . 


In IV. entspricht: 








lem Doppelstrahl Dj§i 


ein 


reelles 


Strahlenpaar in [Dg], 


» 7> ^1 ^1 


f? 


?; 


rD 1 


yy 7? *-^2 ^2 


?? 


imag. 


„ [D.], 


1 r) a' 


?; 


^> 


„ [OJ. 



Wir sehen hieraus, daB in dem Falle I. der Mittel- 
punkt Oi vier reelle Tangenten, der Mittelpunkt Og keine 
reelle Tangente an die C^^^ sendet; im Falle IV. ist es um- 
gekehrt. Die beiden Doppelstrahlen der einen erzeugenden 
Strahleninvolution begegnen also der C^^^ in vier reellen 
Punkten, die der andern in keinem. Wir.haben also den 
Fall 19,4 vor uns. 

Im Falle II. sendet jeder der beiden Punkte Dj, D^ vier 
reelle Tangenten an die C'^^ und jeder der vier Doppel- 
strahlen der beiden erzeugenden hyperbolischen Involutionen 
begegnet der G^^^ in zwei reellen Punkten. Wir haben also 
den Fall § 19, 2 vor uns. Der Fall III. ist schon als illa- 
sorisch erkannt worden, was auch mit der Bemerkung in 
§ 19, 4 S. 156 iibereinstimmt. 

7. Es bleibt jetzt nur noch der dritte Hauptfall zu 
untersuchen ubrig, der indessen nichts neues bietet, sondeni 
nur eine Wiederholung des vorigen. 



r 
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Liegt namlich das Punktepaar ^i^[ ganz getrennt von 
dem Punktepaar ^2^2, so daB beide Strecken keinen gemeiu- 
schaftlichen Punkt haben^ so gestalten sich die Moglich- 
keiten folgendermaBen: 



I. 






"^2 — ^~^; 



II. 




HI. 



+ . »2 _ »2 _j. 



^2^ T ^^2 



IV. 




Hier geht nun der Fall I. als illusorisch heraus, weil 
Uberhaupt fUr keinen Punkt j der Geraden I einem reellen 
Strahlenpaare der Involution [DJ wieder ein reelles Strahlen- 
paar in [Dg] entpricht; wir erhalten also iiberhaupt keine 
reellen Punkte der C^^^ bei dieser Erzeugung. In den drei 
iibrigen Fallen II., III., IV. giebt es entsprechende +Gebiete, 
die sich decken, also auch reelle entsprechende Strahlen- 
paare der beiden erzeugenden Involutionen. Suchen wir die 
den Doppelstrahlen der beiden erzeugenden hyperbolischen 
Involutionen entsprechenden Strahlenpaare auf, so ergiebt 
sich folgendes Verhalten: 

In I. entspricht: 
dem Doppelstrahl | D^^J ein imag. Strahlenpaar in [021, 



77 


77 


Dig; „ 


7? 


?? 


„ ro,], 


77 


7> 


*^2^2 » 


J^ 


» 


» 1D..1, 


?^ 


>> 


^A » 


7} 


77 


„ IJD,]. 
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In II. entspricht: 
dem Doppelstrahl I D^g^ 



ein reelles Strahlenpaar in [Dg], 



?? 


yj 


^1^1 jy V 


w 


,, [D,], 


77 


y> 


Djg^ „ imag. 


w 


« [DJ, 


yy 


V 


^a^i >7 ;? 


77 


„ [OJ. 



In III. entspricht: 
dem Doppelstrahl | D^^i 



ein imag. Strahlenpaar in [O^]^ 



77 


c)i «; 


?? 


w ?? 


„ [£)»], 


;^ 


0,8, 


?? 


reelles „ 


« [0,], 


;? 


In IV. entspricht: 


;> 


77 7? 


,, [DJ-. 


en 


a Doppelstrahl D^g^ 


ein 


reelles Strahlenpaar 


in [DJ, 


r 


©1^; 


;? 


;? ?; 


„ [^,], 


>? 


Ogg, 


?7 


w J? 


„ m, 


>; 


„ ^2^2 


?; 


>7 ;7 


„ [Oil. 



Da diese vier Moglichkeiten genau dasselbe Bild dar- 
bieten, wie im vorigen Palle (6,), so brauchen wir die Fol- 
gerungen daraus nicht zu wiederholen. 

Es eriibrigt aber noch der tJbergangsfalle Erwahnung 
zu thun, in welchen die beiden Strecken S^g^ und g^g^ in 
einem ihrer Endpunkte zusammenstoBen oder mit beiden 
zusammenfallen. In einem solchen Falle miiBte einem Dop- 
pelstrahl der einen erzeugenden Involution gerade ein Doppel- 
strahl der andem entsprechen, und der Schnittpunkt beider 
miiBte daher ein Doppelpunkt der Kurve, die beiden 
Doppelstrahlen die Tangenten in demselben sein. Eine C^*) 
mit Doppelpunkt ziehen wir aber hier nicht in den Kreis 
unserer Betrachtung, Sie tritt nur auf, sobald zwei kon- 
jugierte Punkte der C^^^ zusammenfallen, was im allgemeinen 
nicht der Fall ist. Fallen die beiden Strecken ^i^[ und 
§2 §2 identisch aufeinander, so wiirde die C^^^ zwei Doppel- 
punkte erhalten und daher ausarten in eine Gerade und 
einen Kegelschnitt. 



§ 20. Untersnchung aller mdgl. F9,lle b. d. ErzeugUDg einer C('> etc. 169 

Ein Cberblick tiber die gewonnenen Resultate^ welche 
in Yollkoinmener Ubereinstimmung sind mit den in §§ 18 
iind 19 ausgesprochenen^ zeigt uns^ daB bei der Erzeugung 
der C<*' durch zwei projektive Strahleninyolntionen in halb- 
perspektiver Lage die einzUgige C^^\ welche immer hyper- 
bolischen Charakters ist, nur in einer einzigen bestimmten 
Weise auftritt, die zweizUgige, wenn sie elliptischen Cha- 
rakters ist, auf zwei verschiedene Weisen erzeugt werden 
kann^ wenn sie aber dualen oder hyperbolischen Charakters 
ist, wieder nur auf eine einzige Weise hervorgeht. Zu diesen 
Besultaten gelangt auf ganzlich verschiedene Weise auch 
Herr A. Harnack in seiner Abhandlung: „t)^ber die Ver- 
wertung der elliptischen Funktionen in der Geometric der 
Kurven dritten Grades" (Math. Ann. Bd. IX S. 10).*) 

§21. Zusammenhang zwisehen den konischen Polaren 

von Pnnkten der C^^K 

1. Wir haben in § 9, 6 den Satz kennen gelemt: „Zieht 
man durch einen Punkt SI der C^^^ Strahlen, deren jeder in 
einem Paar weiterer Punkte der C^^^ begegnet und bestimmt 

* 

zu 81 den zugeordneten vierten harlnonischen Punkt rttck- 
sichtlich des Punktepaares, so beschreibt derselbe bei der 
Drehung des Strahles um ?( einen Eegelschnitt %^^\ welcher 
durch 81 selbst hindurchgeht und dieselbe Tangente in 81 
hat, wie die C^^K Dieser Eegelschnitt 81^^^ begegnet der C^^' 
ini allgemeinen in vier weiteren Punkten, welche mit 81 ver- 
bunden das Tangentenquadrupel aus 81 an die C^^^ bilden. 
Die vier Beruhrungspunkte liegen eben mit den beiden zu- 
sammenfallenden Beriihrungspunkten der Tangente in 81 auf 
einem und demselben Eegelschnitt 31^^^ Derselbe heiBt die 
konische Polare des Punktes 81 riicksichtlich der C^^^j 
oder auch die erste Polare von 81." 

Nehmen wir nun einen beliebigen zweiten Punkt 95 der 
C^^^ und bestimmen seine konisch^ Polare S&^^\ so wird die 



*) Vergl. auch die Abhandlung von Herm R. Sturm: tJber die 
ebenen EurTen dritter Ordnung, Borchardt's Journal f.Math.6d.90. S.86ff. 
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Verbindungslinie | 3195 | der Kurve in einem dritten Punkte S 
begegnen, und ist Sl^ der vierte zu ?( zugeordnete harmo- 
nische Punkt riicksichtlich des Paares S3®, ferner ^^ der 
vierte zu 95 zugeordnete harmonische Punkt rftcksichtlich 
des Paares ^%j also 

(8131,95®) « -1, 

(9595,e8l)»'-l, 

dann geht 31^2) durch St und 31,, 93 C^) durch 95 und 93,; die 
gewohnliche Polare von 31 in Bezug auf den Kegelschnitt 
95^*^ geht also durch ®, und die Polare von 95 nach 2(^^) 
geht auch durch ®, wie aus diesen harmonischen Beziehungen 
hervorgeht. 

Denken wir uns den Strahl | 3195® | unendlich wenig 
um 31 gedreht, so wird sich 95 nach dem unendlich nahen 
Punkte 95', ® nach dem unendlich nahen Punkte E' bewegen, 
sodaB i^gsgri^^^ |®e'|«^(5 

die Tangenten in den Punkten 95 und 6 der C^^^ werden. 
Wenn wir sodann den vierten harmonischen Punkt zu 81 SB'S', 
der 31 zugeordnet ist, aufsuchen, so wird sich derselbe, %[, 
unendlich wenig von SI, entfemen, sodaB 

die Tangente in 31, an der konischen Polare des Punktes % 
d. h. an dem Kegelschnitt 31^^^ wird, welcher durch 31 und 
31, geht. — Da die beiden harmonischen Punktreihen 

31 31, 95 ® 
3l3l{95'®' 

perspektive Lage haben, so miissen sich 1 3l,3l[ |, | S95'|, | ®S'|, 
d. h. die drei Tangenten 

hy hj ^«, 

in einem Punkte schneiden, und umgekehrt, ziehen wir die 
beiden Tangenten t^y ^c in den beiden Punkten 95 und ® der 
C^^\ verbinden ihren Schnittpunkt mit 31,, so ist diese Ver- 
bindungslinie die Tangente ^«, im Punkte 3t, der konischen 
Polare 31 ^*>. Da der Punkt 95 auf der Geraden J3l3l,| liegt, 
so wird die Polare von 95 nach 31 ^^^ durch den Schnittpunkt 
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der beiden TaBgenten t^ und t^^ gehen miissen, well %^^^ 
durch 2t und Sl^ geht; bezeichnen wir also den Schnittpunkt: 

50 ist nach der vorigen Bemerkung | (X S | die Polare von 
as nach 31(2). 

In gleicher Weise konstruieren wir die Polare von 

51 nach S9^2\ Nachdem wir den vierten harmonischen Punkt 
95^ ermittelt haben durch die Bedingung 

und die Tangenten in © und 91 an der C^^^ 

verbinden wir ihren Schnittpunkt mit 93^; diese Verbindungs- 

linie ist 

^©.? 

die Tangente in 95i an der konischen Polare 85 ^^^-j ist dann 
der Schnittpunkt der beiden Tangenten 

(^83 ^83.) = 6, 

so wird lb® I die gesuchte Polare von 21 nach 93 '^^ sein. 

Nehmen wir nun die drei Schnittpunkte der Geraden 
g = I 9195 S I und die drei Tangenten der C^^^ in diesen 
Punkten 

und nennen die Schnittpunkte derselben 

(^© h) ==■ % ; {k h) = 952 ; (^« ^«) "= ®2 7 

so bilden die vier Geraden tu, ^«, hy 9 ©in vollstandiges 
Vierseit, dessen drei Diagonalpunkte sind 

Nun sind bekanntlich 

vier harmonische Strahlen, folglich die vier Durchschnitts- 
punkte derselben mit g vier harmonische Punkte 

6, 93, 31, %, 

folglich geht | jSlg | durch 91^, und da | SlgSli | die Tangente 
in 9li an der konischen Polare 91'*^ ist, so geht dieselbe 
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auch durch j; der Punkt a « (^^,) ist also der vierte har- 
inonische Punkt zu ^^2^2 y namlich 

und wir haben auch die vier harmonisclien Strahlen 

In gleicher Weise sind 

i9Ei, \n\, 1^951, I9».; 

vier harmonische Strahlen; folglich schneidet j^SSjl die ^ 
in dem vierten harmonischen Punkte SSj, sodaB 

wird, und | 5952 95| | ist die Tangente in 95i an der konischen 
Polare f8^^\ Der Punkt b «— {t^t^^) ist also der vierte har- 
monische Punkt zu 95S23I2, nS-mlich 

(©,31,956) = -1, 

und wir haben auch die yier harmonischen Strahlen 

e(si2e,s5b) = -i. 

Aus der Gleichheit 
aber^ da 

|S35,| = |6Sl,|, ie(£,| = |66,|, |(5Sl| = |6S8|. 

ist, folgt endlich 

|Sb| - |ea , 

d. h. (iah liegen auf einer und derselben Geraden; also die 
beiden Geraden | &a { und @b { fallen identisch zusammen. 

Wir haben daher den fundamentalen Satz: 
Sind 31 und 95 zwei beliebige Punkte der C^'^ 
und 31^^^ und 95'^^ die konischen Polaren derselben, 
so ist die (gewohnliche) Polare des Punktes 31 in 
Bezug auf den Kegelschnitt 95^*^ identisch mit der 
Polare von 95 in Bezug auf 3lf*\ 

(Einen speziellen Fall dieses Satzes, namlich wenn 8 
und 95 konjugierte Punkte der C^^^ sind, haben wir bereits 
in § 9, 7 S. 70 kennen gelernt.) 
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2. Wenn wir von den drei Punkten St, S9, ®, in welchen 
die Gerade g der C^^^ begegnet, die konischen Polaren 31^^^, 
93(2), g;(2) herstellen, und die beiden Kegelschnitte %^^\ SS^^' 
einen gemeinschaftliclien Punkt @ haben, so schneide 

die Gerade | ©21 [ die C^s) noch in 31' und 21", 

!@93l 95' 93" 

I@6| „ „ „ „ <S' „ ©"; 

dann mussen, weil 21, 93, S auf einer Geraden liegen, die 
sechs Punkte 21', 21", 93', 93", ©', (£" auf einem Kegelschnitt 
liegen (§ 9, 5). Piir diesen Kegelschnitt sind @ und g Pol 
und Polare, weil © sowohl auf der konischen Polare 21^^^, 
als auch auf der konischen Polare 93^^^ liegt; folglich mUssen 
auch ©' und ©" durch © und g harmonisch getrennt werden 
und daher muB © auch auf der konischen Polare S^^' liegen; 
dies gilt fiir jeden der vier gemeinschaftlichen Punkte der 
beiden konischen Polaren 21^^^ und 93^*\ Wir sprechen so- 
mit den Satz ausr 

Wenn eine Gerade g der C^^^ in den drei Punkten 
21, 93, S begegnet, so gehoren die drei konischen 
Polaren von denselben, 2l^% 99^% S^*^, einem Kegel- 
schnittbiischel an, d. h. haben dieselben vier ge- 
meinsamen Grundpunkte. 

Dieser Satz gilt allgemein, unabhangig von der Realitat 
der Grundpunkte©, wie aus folgender Betrachtung hervorgeht: 

Sei 3£ ein beliebiger Punkt der C^^^ und X^^^ seine 

konische Polare, dann ist nach dem in 1. bewiesenen Satze 

die Polare von 21 nach 3£^^^ identisch mit der Polare ck von 

36 nach 21 (^), ebenso die Polare von 93 nach 3£^^) identisch 

mit der Polare h von 3£ nach 93^^^ und endlich die Polare 

von ® nach X^^^ identisch mit der Polare c von X nach 

(£(2\ Da nun die drei Punkte 21, 93, © auf einer Geraden g 

liegen, so miissen ihre drei Polaren a, 6, c nach X^^^ sich in 

einem Punkte schneiden 

{ahc) ^ 3£,, 

und es miissen 3£ und X| konjugierte Punkte ftir 2C^*), 93^^^, 
6^2^ gleichzeitig sein. Hiemach miissen entweder 21 ^^•, 93^% 
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^^^^ einem Buschel angehoreii; in welcbem Falle danu zu jedem 
Punkte der Ebene die drei Polaren nach W^\ 95^^^, E^^^ sich in 
einem Punkte schneiden; oder es gehoren 31 ^% S3^^\ S^*^ nicht 
einem Btlschel an, dann bestimmen W^\ 93^^\ S^^^ ein Kegel- 
schnittnetz, fur welches nur besondere Punkte der Ebene, welche 
die Tripelkurve erfiillen, diese Eigenschaft besitzen. G^^^ 
miiBte also die Tripelkurve dieses Netzes sein und XX^ ein 
Paar konjugierter Punkte der C<^> (§ 7). Die letztere An- 
nahme ist aber unstatthaft. Denn unter Pesthaltung der 
Bezeichnung in 1. ist die Polare von ?l nach 81^^^ die Tan- 
gente ^a « | 81a i, die Polare von 81 nach 93 ^2>, wie wir ge- 
sehen haben, die Gerade | ®ba | und ebenso die Polare voa 
8t nach S^^^ die Gerade | 93ca|; also schneiden sich auch 
die drei Polaren von 51 nach 81^^^, 23 ^^\ 6^^^ in einem Punkte o. 
Es sind demgemaB 81 und a, ebenso 93 und h, @ und c 
konjugierte Punkte filr die C^^K Da aber 81, 93, © auf einer 
Geraden liegen, so miiBten a, b, C ein IVipel der Tripelkurve 
C^^^ bilden und auf derselben liegen. Andererseits sind aber 
Q, b, c die drei Tangentialpunkte zu 81, 93, @ und mUBten also, 
da diese auf einer Geraden liegen, ebenfalls auf einer Ge- 
raden liegen. Drei Tripelpunkte liegen aber im allgemeinen 
niemals auf einer Geraden; dies wird also bei willkurlicher 
Annahme der Geraden g nicht eintreten, und es folgt daraus, 
daB die von uns gemachte Annahme unstatthaft ist, mithin 
die drei Kegelschnitte 81^^)^ ^(2)^ g(2) ei^em Biischel an- 
gehoren mussen. 

3. Das Buschel der drei Kegelschnitte 81^% 93<«\ g'2> 
sohneidet auf der Geraden g die drei Punktepaare 

m„ 9393i, SSi 
aus, welche einer Punktinvolution angehoren. Dies ist auch 
an sich erkennbar, denn aus den drei Bedingungen 

(93e«8li)«-l, 
(©8193930 -~1, 
(8l93(£e,)--l, 

durch welche die Punkte 8li , 93i , (Sj bestimmt werden, folgt 
durch bekannte Umformung 
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(«9l(£«,)-2 
(§B St 6, (£)=»- 1 

lerner aus 

(3t5lj93e,) = 3 

und in gleicher Weise zwei analoge Beziehungen 

(Sl2liS893i) = (SBSBieSi) = (66iSC2t,) = - 3, 
woraus hervorgeht, da6 von den drei Punktepaaren 

jedes durch das andere getrennt wird, weil der Wert ihres 
Doppelverhaltnisses negativ ist. 
Femer folgt aus 

(51 SI, 6 95) = - 1 (91 3C, 95 (£) = - 1 
(9l9t,6i(£) = -i (9(91,95.95)== -I 

(9(9t,S,95)=-}-| (9191,95,(5) -+i, 

also 

woraus hervorgeht, daB die drei Punktepaare 

einer Involution angehoren und zwar einer elliptischen 
Punktinvolution, weil jedes Paar durch ein anderes ge- 
trennt wird. 

Die beiden Doppelpunkte 3? 3j dieser elliptischen Punkt- 
involution sind konjugiert-imaginar. Eine solche Gruppe 
von fOnf Punkten ^^ ^^ ^^ ^^ ^^ 

nennt man ein aquianharmonisches System; ein solches 
zeigt wegen der harmonischen Eigenschaft der Doppelpunkte 

(33,?l9l,) - (33,9595,) = (33,6e.) = - 1 

die drei Projektivitaten 

(Sl93e33,) A (95©S(3S0 a (69ia533i); 

denn weil ^^l^ sowoU S3(S als auch 33i harmonisch trennt^ 
so sind SlStj die Doppelpunkte einer Involution, von der 
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93© und 33i zwei Paare konjugierter Punkte sind; also 
haben wir 

1) (S5e«3) - (695«3i), 

ebenso 

2) (S2l933) = («6»3i) 

und 

3) (Sia5®3)«(a3s[e3i)5 

aus 1) und 3) folgt aber 

(93e«3) = (e93Sl3i) « (©31953) 

oder 

(SlS3S3)-(95e3l3) 

u. s. f. 

Wir erkennen hieraus, daS wenn wir aus den drei 
Punkten 91, 95, ® eine cyklische Projektivitat herstellen, 
indem wir den Trager als doppelt auffassen und den drei 
Punkten ^^ ^^ ^ 

entsprechen lassen 

95, 6, 31 
oder, was daraus folgt, 

6, SI, 93, 

alsdann die beiden cyklisch - projektiven Punktreihen die 
konjugiert -imaginaren Doppelpunkte 

haben. 

Ein aquianharmonisches System von fiinf Punkten 
kommt also liberein mit einer cyklischen Projektivitat, und 
wir konnen den Satz aussprechen: 

Wenn man aus drei reellen Punkten 31, 95, © einer 
Geraden eine cyklische Projektivitat herstellt, in- 
dem man den Trager als doppelt auffaQt und den 
Punkten 

3t, 95, e 

die Punkte 

95, 6, 31 
oder 

6, 31, 95 

entsprechen laBt, wobei durch drei Paare ent- 
sprechender Elemente die projektive Beziehung 
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f estgelegt wird; dann sind die Doppelpunkte 3, 3^ 
der projektiven Punktreihen konjugiert-imaginar 
und werden bestimmt als die konjugiert-imaginaren 
Doppelpunkte einer elliptischen Punktinyolution^ 
welcher die drei Punktepaare fi^, 9595i, 6Si an- 
gehoren^ wo Sl^, 93i, ©^ die vierten harmonischen 
Punkte 

l>edeuten. 

Wollen wir die Werte der Doppelverhaltnisse 

(a93©S) und (a»630 

berechnen, so findet sich aus 

(2lS(i953)'--3. 
Nehmen wir 



(ast.s83)-+>'-3, 

so folgt 

(aa,s86).(aa,©3) - +y- 3, 

(3l€2l,3)-l + l/-3, 
(2tSiB8C,)^f 

id 



(aiB63)-^~^~^ 



und in gleicher Weise 



(?t9563,) - Itl'-Il^. 

Die Werte der beiden Doppelverhaltnisse (8IS9S3) und 
(^S3(S3i) gehen also als die imaginaren dritten Wurzeln 
aus der negativen Einheit hervor. 

SchrOter, Theorie der ebenen Kurven 8. Ordo. 12 
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4. Der Zusammenhang zwischen den Ptmkten 

m„ »«„ ®e„ 33, 

laBt noch ein weiteres Besultat erkennen. 
Aus der Gleichheit 

folgt eine Punk tin volution, der die Punktepaare angehoren 

36, 3i», a«„ 

mitbin 

(33,«x»)^(6i8Sl3t), 

- (31 6 SB 3i), 

- («i33i»), 

andererseits auch 

(33. a, ») = (»« 6 Si), 

-(3,Sl.3a5), 

also ist 

(33iaiS3) - (3i?t.3») - (Sli33ia3) 

und in gleicher Weise finden wir 

(33iSli6) = (3.Sli36) - («x33i6), 

also haben wir die cyklischen Projektivitaten 

(33i«i»6) A (Si^iSaS®) A (5tt,33,93S), 

und hieraus folgt, da6 93 S als die Doppelpunkte ftir eine 
cyklische Projektivitat auftreten, welehe durch die drei 
Elemente 33iSli bestimmt wird. Waren also 33i?li reell, 
so mtlBten S3 und (S konjugiert-imaginar sein und wurden 
durch eine reell konstruierbare elliptische Punktinvolution 
vertreten. 

Wir woUen jetzt umgekehrt 93 und (5 vertreten lassen 
durch eine gegebene Punktinvolution, unabhangig davon, ob 
dieselbe hyperbolisch oder elliptisch ist, und dann die zu- 
gehorigen Punkte 3? 3i konstruieren oder vielmehr durch 
eine reell konstruierte Punktinvolution vertreten lassen, 
welehe entweder elliptisch oder hyperbolisch sein wird. 

Sei auBer dem reellen Punkt % auf g eine Punkt- 
involution gegeben, deren (reelle oder konjugiert-imaginare) 
Doppelpunkte 93, (£ seien; da % und ^^ durch 93 und S 
harmonisch getrennt werden, so ist ^^ der zu ^ konjugierte 



§ 20. Zusammenhang zwischen den koniscben Polaren etc. der C ^'^ 179 

Punkt in dieser gegebenen Punktinvolution; sie wird voU- 
standig bestimmt dnrch ein zweites gegebenes Paar kon- 
jugierter Punkte ^ und ^', also die beiden Punktepaare 

bestimmen sie und es gilt die Gleichheit der Doppel- 
yerhaltnisse (?l8l^^a5) « (a^^^p'^). 

Die Involution, deren Doppelpunkte 3, S^ sind, wird 
bestimmt durch die beiden Punktepaare KS^i^SSi, welcbe 
der Beaingung genflgen 

(««,«»,) --3. 

Sei nun der zu ^ konjugierte Pnnkt in dieser zweiteu 
InTolution ^j genannt, also 

(8l«,¥S8)-(a,«^,i8J, 
dann folgt aus den vorigen beiden die Beziehung 

(a«,^'»)-(««,^ia30 



vind, da 

ist, 
.oder. 



(asiia3»,)--3 



(?ia,r^j = -3. 

Diese Beziehnng Uefert uns den gesuchten Zusammenhang 
zwischen ^' und ^^j wir konnen sie auch so schreiben 

(aa,?is^,) = -3(«a,¥r), 

dann zeigt sie den Zusammenhang ^wischen derjenigen 
Punktinvolution, welche durch die Punktepaare 

a«i und ?p?p' 

bestimmt wird (deren [Doppelpunkte 83 und (£ sind), und 
derjenigen Involution, welche durch die Punktepaare 

%% und ^?Pi 

bestimmt wird (deren Doppelpunkte 3 uJid 3i sind). Es 
geht nun aus der Beziehung hervor, daB, wenn die eine 
Involution hyperbolisch ist, die andere elliptisch sein muB 
und umgekehrt. 

12*. 
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Es ergiebt sich auch eine leichte Eonstruktion der 
einen Involution^ sobald die andere gegeben ist; ^Sl^ ist 
das gemeinschaftliche Paar konjugierter Punkte fUr beide 
Inyolutionen; die zu $ in der einen und andem Inyolntion 
konjugierten Punkte sind ^' und ^P^. 

Die Beziehung 

laBt sich so schreiben 

und yermittelst eines Hilfspunktes O 

(«?P'aiD).(?l^'O^0 = 2.2. 

Wir konnen dann iiber den Hilfspunkt Q so ver- 

fQgen, daB 

(«$P'aiCl) - 2 und (a^'D^O = 2, 
also 

(asii^P'D) = - 1 und (aa?p'?Pi) - -- 1 

wird. Aus diesen harmonischen Beziehungen ist es leicht^ 
z. B. ?Pi zu konstruieren, sobald ?P' gegeben ist: Man suclie 
zu ?l,?li,?P' den vierten harmonisclien Punkt D, sodaS 

wird, und zu 81, D, ?P' wieder den vierten harmonischen 

Punkt $Pi, sodaB 

(aD5P'?P0 « ~ 1 

wird; dann ist $, der gesuchte Punkt derart, daB durch die 
Punktepaare StSlj und ?p5Pi diejenige Involution bestimmt 
wird, deren Doppelpunkte 33i sind. 

Im umgekehrten Fall, wenn ^^ gegeben ist, werden 
wir ^' vermittelst des Hilfspunktes D^ aus den Beziehungen 
konstruieren 

(ai2l«P,D0 - - 1 und (SliDx?!*') - - 1; 

es tritt dabei nur Sl^ an die Stelle von ?l. 

Dies ist denn auch in Ubereinstimmung mit dem friiheren 
Resultat; in dem einen Falle operiert man mit SI und den 
Punkten S, 6 (oder der sie vertretenden Involution), in 
dem andern Falle mit Sl^ und den Punkten 3; 3i (oder der 
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sie Tertretenden Involution) in gleicher Weise vermittelst 
cyklischer Projektivitat * 



§ 22. Die konischen Polaren fiir alle Punkte der Ebene 

rucksichtlicli der C^^K 

1. Nach dieser Abschweifong fiber das aquianharmonische 
System xmd cyklisch-projektiTe Punktreihen, woTon wir spater 
noch Gebrauch machen werden, kehren wir zur Betrachtung 
der konischen Polaren zurtick und erweitern die erlangten 
Resultate.** 

Wir haben gesehen, dafi zu den drei Ponkten 81, 99, 
©, in welchen eine Gerade g der C^^^ begegnet, drei be- 
stimmte Kegelschnitte %^^\ 85^^^, S^^^ gehoren, die konischen 
Polaren der Punkte, und da6 diese einem Kegelschnitt- 
biischel angehoren. Wir konnen nun die Punkte der Ge- 
raden g und die Kegelschnitte des Buschels als Elemente 
zweier projektiven Gebilde einander entsprechen lassen und 
die projektive Beziehung derselben durch diese drei Paare 
entsprechender Elemente festsetzen, wodurch die projektive 
Beziehung gerade bestimmt wird. Dann wird jedem Punkte 
^ der Geraden g ein bestimmter Kegelschnitt ^^^^ des 
Kegelschnittbtischels eindeutig entsprechen, welchen wir die 
konische Polare des Punktes ?P nennen woUen. Die pro- 
jektive Beziehung beider Gebilde konnen wir in gleicher 
Weise, wie in § 4, 6 herstellen, indem wir das Kegelschnitt- 
biischel auf ein Strahlbiischel reduzieren (gebildet von den 
Polaren eines beliebigen festen Punktes in Bezug auf die 
Kegelschnitte des Biischels) und dieses Strahlbiischel auf die 
von ?P beschriebene gerade Punktreihe projektiv beziehen. 
Dies vorausgeschickt nehmen wir auf der Geraden ^ = | 3193® | 
einen beliebigen Punkt ^ und nennen die Polaren von 31 nach 



* Vergl. H. SchrOter: „Zur Konstruktion eines ^quianhar- 
moni&chen Systems** (Math. 'Annalen, Bd. X S. 240). 

** Siehe A.Milinow8ki: „Zur synthetischen Behandlung der ebenen 
Kurven dritter Ordnung" (SchlOmilchs Zeitschrifl fiir Math. u. Phys., 
21. Jahrg. S. 427 flg.). 
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aci)^ »(«), 6(2), ^(*) 

bez. 

a, b, c, p, 

welche ein Strahlbtlschel bilden^ projektiy mit dem Kegel- 
schnittbtlschel W^^, fd^^\ (S<*^, S^^^K Nennen wir andererseits 
die Polaren der Punkte 

«, », a, ^ 

nach dem Kegelschnitt W^^ bez. 

a, fc', c\ p', 

so bilden auch diese ein Strahlbiischel^ projektiy mit der 
Punktreihe 9, 99, S, $. Da nun Punktreihe und Eegel- 
schnittbiischel selbst projektiy zueinander sind, so folgt 

(ahcp) A (a6'c'2>0; 
es ist aber nach unserem fondamentalen Satze § 21, i 

b = b\ c = c\ 
folglich ist auch 

d. h.: 

Die Polare ypn % nach ^P^^^ ist identisch mit 
der Polare yon ?P nach Sl^^^ 

Nehmen wir weiter zwei beliebige Punkte ^ und D 
der Geraden g und nennen ihre konischen Polaren ^^*^ und 
D<^), so werden die Polaren yon ?P nach 

a<2), »(«), eC2)^ ^(2)^ Q(2) 

bez. 

a, 6, c, |), g 

ein Strahlbiischel bilden, welches mit dem Kegelschnitt- 
bUschel ?l(2)JBW(J(2)^(2)0(2» projektiy ist, und die Polaren 
der Punkte 

%, SB, e, % o 

nach $p(*^ bez. 

a\ b\ c\ p, qH 

werden ein Strahlbiischel bilden, welches mit der Punkt- 
reihe 31863JD projektiy ist. Da nun Punktreihe und Kegel- 
schnittbfischel selbst projektiy zueinander sind, so folgt 

(abcpq) A (a^b'c^pq^). 
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Nach dem Yorigen Satze ist aber 

a = a\ b = h\ c = c\ 
folglich muB auch 

sein^ d. h.: 

Die Polare von ^ nach D^'^ ist identisch mit 
der Polare von D nach ?P<*>. 

Nebmen wir einen beliebigen Punkt ^ in der Ebene 
nnd Ziehen durch ihn eine Gerade </, welche der C^*> in den 
Punkten 9, S3y (S begegnet; wahlen sodann einen beliebigen 
Pankt X der G^^^ aus und konstruieren die konischen Polaren 
aw^a3(2)^g(2)^9p(2)^3E(2)^ so gehoren 

%S^\ ©(« (SCa)^ 5p(2) 

einem Bdschel von Eegelschnitten an^ in Bezug auf welche 

die Polaren von 3£ seien 

a, fe, c, p, 

die ein Strahlbuschel bilden, projektiv mit dem Kegel- 
schnittbilschel 31(2) S^Sw^c^), 
Nehmen wir andererseits von 

die Polaren nach X^*) bez. 

a', b\ c\ p\ 

so bilden diese ein Strahlbiischel; projektiv mit der Punkt- 
reihe 3(S3@^. Da aber KegelschnittbUschel und Punktreihe 
selbst projektiv zueinander sind^ so folgt 

es ist aber nach dem Fundamentalsatz (§ 21, 1) 

a ~ a\ b = b\ c = c\ 
folglich ist auch 

d. h.: 

Die Polare von X nach ?P^*) ist identisch mit der 
Polare von ^ nach X^*\ 

Halten wir jetzt den Punkt $P fest, ziehen aber durch 
ihn eine andere Gerade (/j, welche der Kurve C^^^ in den 



Ig4 Theorie der ebenen Eurren dritter Ordnung. 

Punkten H^, S3i, S^ begegnet, so konnte die konische Polare 
von ^ in gleicher Weise fiir diese Gerade g^ konstruierty 
moglicherweise ein anderer Kegelschnitt ^f^ werden. Die 
Polare von X nach ^f^ miiBte aber wieder identisch werden 
mit der Polare von $P nach H^^^j und da diese ungeandert 
bleibt, so miiBte X dieselbe Polare haben ftir beide ver- 
schieden angenommene Eegelschnitte ^^^> und ^f^. Dies 
gilt aber fur jeden Punkt X der C^^\ was nicht anders mog- 
lich ist^ als wenn die Eegelschnitte $^^^ und $|^^ selbst 
identisch sind. Wir haben also den 8atz gefunden: 

Ffir alle durch einen Punkt ^ in der Ebene ge- 
zogenen Strahlen q, iiy q^ *. , welche in den Punkte- 
tripeln SISS, ^,^^^i, SlgSaS^^ ... der C^^) begegnen, 
ist die in der oben angedeuteten Weise konstruierte 
konische Polare immer ein und derselbe Kegel- 
schnitt ?P^^'. Die konische Polare ?P^^^ des beliebigen 
Punktes ^ in der Ebene ist also unabhangig von 
dem durch ?j} gezogenen Strahle g = | S1956 |. 

3. Die konische Polare ^^^^ eines Punktes ^ in der 
Ebene ist voUstandig bestimmt, sobald es durch ^ eine 
Gerade g giebt, welche der C^^^ ii\ drei reellen Punkten 
SI, 93, ® begegnet. Ob es aber durch einen willkiirlich in 
der Ebene angenommenen Punkt $ immer solche Gerade g 
giebt, bleibt dahingestellt. Wir konnen uns vermittelst des 
vorigen Satzes in folgender Weise helfen: 

ISehmen wir drei beliebige Punkte 21, 95, S der C^% 
die nicht auf einer Geraden liegen, und konstruieren die 
drei konischen Polaren 

a (2)^ 95(2)^ 6;(2)^ 

so ist, wie wir wissen, die Polare von 

5P nach %^^^ identisch mit der von 81 nach ^^^^ 
gj 93(2) 95 58(2) 

•F 7? '^ ;? 7? 77 77 '^ 77 V 7 

i^ 7? ^ 77 77 77 7? ^ 77 'T^ > 



sei nun 



a die Polare von ?P nach 3l<^\ 

*' 77 77 77 'r 77 "^ 7 

^77 77 77 'F 77 ^ 7 
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so sind mit ^ anch a, b, c gegeben und fiir den zu suchen- 
den Eegelschnitt 5p^^^ mtissen 

SI und a, S8 und 6, 6 und c 

Pole und Polaren sein, wodurch ^^^^ schon mehr als be- 

stimmt ist (Th. d. Keg. S. 433). 

Wir erreichen dasselbe Ziel auch auf folgende Art: 
Nehmen wir drei beliebige Gerade 9i, g^y 9%^ die nicht 

durch denselben Punkt gehen, aber die Eigenschaft besitzen, 

daB jede der (7^^^ in drei reellen Punkten begegnet 

Bestimmen wir von diesen neun reellen Punkten die ko- 
nischen Polaren 

%r, S8f\ Sf, %f\ SBf, ©f , %Z K, ef 

und Ziehen durch den gegebenen Punkt ^ eine beliebige 
Gerade g, welche g^, g^y g^ in den Punkten ^P^, ^jjj, ^^ trifft, 
dann mtissen die konischen Polaren dieser drei Punkte 

?r\ ^!\ *f 

drei Kegelschnitte sein, die einem Btlschel angehoren und 
projektiv entsprechen den Punkten $Pi, 5^2? ^s ^^^ geraden 
Punktreihe auf g. Aus diesem Biischel nehmen wir jetzt 
den einzigen vSUig bestimmten Eegelschnitt ^^^\ welch er 
der Projektivitat gendgt 

und dodurch gefunden ist. 

Die vorige Behauptung, auf welche wir uns stiitzen, 
daB ^J^', ^f\ SPg^^ einem Eegelschnittbuschel angehoren, 
ergiebt sich namlich so: 

Da die konische Polare ^^^^ eines Punktes ?P unabhangig 
von der durch 5p gezogenen Geraden g ist, so gilt der fun- 
damentale Satz, welcher f ruber nur fiir zwei Punkte 5p und 
D einer Geraden g erhartet war, die in den reellen Punkten 
?l, 93, ® die C^^^ schneidet, jetzt allgemein: 
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Sind irgend zwei Punkte $ und D in der Ebene 
gegeben und ^^^\ O^*^ ihre konischen Polaren, so 
ist die Polare von ^ nach £1^^' identisch mit der 
Polare von C nach ^^*\ 

Nehmen wir nun drei Punkte ^^^ ^^y ^s ^^^ einer 
beliebigen Geraden g irgendwie an und sind ihre konischen 
Polaren 5pf\ ?pf , ^f ^ ist femer O ein beliebiger Punkt 
der Ebene und D<^^ seine konische Polare, so wird die Po- 
lare von 

^1 nach D<*-) identisch mit der von D nach ^[^\ 

Pi JJ ^ 7J V V ?} ^ 77 r^i 7 



'Ps ?? ^ ?> ?? >7 ?? *^ )) V 



2 

(2> 

3 



seien diese drei Geraden Pt, p^y p^f so schneiden sie sich als 
Polaren von drei Punkten einer Geraden g in Bezug auf 
denselben Eegelschnitt O^^^ in einem Punkte^ und daher haben 
auch die drei Kegelschnitte ${'\ ?pf \ $pf ' die Eigenschaft, 
daB filr jeden Punkt O in der Ebene seine drei Polaren sich 
in einem Punkte schneiden; daraus folgt aber, daB die drei 
Kegelschnitte ^l^\ ^^^\ ^^^ einem Btlschel angehoren mUssen« 

Wir konnen also jetzt den Satz allgemein aussprechen: 

Die konischen Polaren zu samtlichen Punkten 
^ einer beliebigen Geraden g bilden ein Kegel- 
schnittbiischel mit denselben vier reellen oder 
paarweise konjugiert-imaginaren Grundpunkten. 

4. Wir nennen die vier Grundpunkte dieses zu der Ge- 
raden g gehorigen Eegelschnittbilschels die Pole der Ge- 
raden g riicksichtlich der C^^\ imd kSnnen mit dieser Be- 
zeichnung den vorhin bewiesenen Satz (2.), welcher die 
Unabhangigkeit der konischen Polare ^^^^ des Punktes $ 
von der durch 5(J gezogenen Geraden g ausspricht; so for- 
mulieren: 

PUr alle Geraden g^ die durch einen und den- 
selben Punkt ?P gehen, liegen die je vier Pole riiek- 
sichtlich der C^^^ auf einem und demselben Kegel- 
schnitte namlich auf der konischen Polare $^*^ des 
Punktes ^. 
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^ ^ondere von den Schnittpunkten «, 99, S 
^^genen Geraden g zwei zusammen, 



'- \ SB-e, 






*;^ 



/ 

1^ 



'. 



-t^^ -* *^ct 5p gezogene Strahl ^ eine Tangente 

V ''» on ihren vier Polen. ofifenbar einer nach 

% %^ ^elschnitt %^^^ geht durch St^, welcher 

^ o. ** > mit 93 und (S zusammenfallt, und 

'-< V <5f \v t auch durch 95, folglich geht auch 

^ \ Tch jeden Beriihrungspunkt einer 

1 ^ Tangente, und da der Kegel- 

T/ inen in sechs Punkten schnei- 

^ kte ^ der Ebene gehen 

en an die C^^^; ihre 

auf einem Kegel- 

^lare des Punktes ^. 

xusbesondere auf der C^^^ selbst, so 

^Aen sechs Tangenten in die eine Tangente 

oaX. \imein und es bleiben nur noch vier weitere 

^ ^^fl Qbrig, was der friihere von uns erorterte Fall ist. 

H^ ^^ 1^\^ ls.oniseben und die geraden Polareu rlick- 
«^^]itiicli der C^'> von den Punkten der Ebene. 

^ yffxx Kaben gesehen, da6 zu jedem Punkte ^ der 

IWu^ eiti V>estimmter Kegelschnitt ^^^^ gehort, seine ko- 

Tiificix V(M^^ riicksichtlich der C<^>, die reell konstruiert 

A ka^* Nehmen wir von demselben Punkte $P die 

. . ije Polare in Bezug auf den Kegelschnitt ?P^^) und 

,. jg Polare von ^ rlicksichtlich der C^^^ oder die 

8^ Polare des Punktes $, so stehen diese drei zu- 

Verbindung miteinander, die wir jetzt naher unter- 
Xxi e^o «^ollen. Liegt ^ insbesondere auf der C^^^ selbst. 
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so ist seine gerade Polare p die Tangente in $ an 
der C(8). 

Nehmen wir auf der Geraden p einen beliebigen Punkt 
D an^ dessen konische Polare Q<^^ sei, dann sind offenbar 
$ imd O konjugierte Punkte rlicksichtlich des Eegelschnitts 
?P<% also muB die Polare von D nach ^^^^ durch 5p gehen. 
Nach dem Fimdamentalsatz (§ 22, 3) ist aber die Polare von 
^ nach O^^^ identisch mit der Polare von D nach 5p(2>, also 
muB auch die Polare von ^ nach £1^*^ durch ?P gehen; wenn 
aber die Polare von ?P nach £1^*^ durch ?P selbst geht, so 
muB ^ ein Punkt des Eegelschnitts D^^^ sein und die Polare 
von ?P die Tangente an C^^^ in diesem Punkte, also gilt 
der Satz: 

Wird auf der geraden Polare p eines beliebigen 
Punktes ^ riicksichtlich der C^^> irgend ein Punkt D 
angenommen, so geht seine konische Polare D^^^ 
allemal durch den anfanglichen Punkt ?p. 

Nehmen wir andererseits auf der konischen Polare 5P^-^ 
eines Punktes ^ einen beliebigen Punkt £1 an, dessen ko- 
nische Polare D^'^^ sei, dann wird, weil D auf ^^^^ liegt, 
die Polare von D nach $P<^> durch D selbst gehen, namlich 
die Tangente in D am Eegelschnitt ^^^^ sein. Da aber die 
Polare von D nach ^^^^ identisch ist mit der Polare von 
^ nach D^2^, so liegt D auch auf der Polare von $P nach D^^-. 
Die Punkte 5p und £1 sind daher konjugierte Punkte fur 
den Eegelschnitt 0^^\ also muB ^ auf der Polare von D 
nach D*^^^^, d. h. auf der geraden Polare q liegen, und wir 
erhalten den Satz: 

Wird auf der konischen Polare ^^^^ eines belie- 
bigen Punktes ?P riicksichtlich der C^*> irgend ein 
Punkt £1 angenommen, so geht die gerade Polare ^ 
desselben allemal durch den anfanglichen Punkt ^. 

Hiernach laBt sich zu einer gegebenen konischen Polare 
^^'^> derjenige Punkt ?P ermitteln, dessen konische Polare 
die gegebene ist; wir brauchen nur auf 5p^^^ zwei beliebige 
Punkte D und C anzunehmen und deren gerade Polaren 
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q und g' zu konstruieren, urn ihren Schnittpunkt {qq^) ^^ 
zu finden. 

Wir konnen den vorletzten Satz auch umkehren: 

Nehmen wir auf einer Geraden p zwei Punkte D und 
Oj an, so mtissen ihre konischen Polaren £1^^^ und DJ 
durch denjenigen Punkt geben, dessen gerade Polare p ist 
Da sich aber die beiden Kegelschnitte £1^*^^ und Df^ im all- 
gemeinen in vier Punkten ^, ^^^ ^^j ^8 scbneiden, so muB 
far jeden derselben p die gerade Polare sein; wir seblieBen 
also : • 

Eine beliebige Gerade p in der Ebene besitzt 
die Eigenschaft, da6 fiir jeden ihrer vier Pole die 
gerade Polare diese Gerade p ist. 

2. Geben wir von drei beliebigen Punkten 

der Ebene aus, die nicht auf einer Geraden liegen, und 
bestimmen die konischen Polaren derselben 

nehmen sodann einen beliebigen vierten Punkt 3£ der Ebene 
und seine konische Polare 3£^^^, so werden die beiden Geraden 

|3£^Jund|?p,?P3l 

sich in einem Punkte g) schneiden, dessen konische Polare 
^(^) sowohl dem Kegelschnittbfischel angehort, welches durch 
die beiden Kegelschnitte ^^^^ und 3£<^^ bestimmt wird, als 
auch dem Kegel schnittbiischel, welches durch die beiden 
Kegelschnitte ^^^^ und ^^^^ bestimmt wird, weil die drei 
konischen Polaren von drei Punkten einer Geraden immer 
einem Kegelschnittbiischel angehoren (§ 22, 4). Wir konnen 
demnach zu dem Kegelschnitt X^^^ so gelangen von den drei 
gegebenen Kegelschnitten aus 

^r, t:\ ^'^ 



8 » 



(2)C»(2)- 



daB wir aus dem Biischel [^^2 ^3 J einen beliebigen Kegel- 
schnitt ^^^> herausnehmen, ihn mit ^f^ zur Bildung eines 
neuen veranderlichen Kegelschnittbiischels [5pf^^^**] zusam- 
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menstellen und aus diesem BtLschel den Eegelschnitt 3E^^^ 
herausnehmen. 

Aus dieser Bildungsweise erkennen wir nach § 7: 
Die £:onisclien Polaren zu samtlichen Punkten 
der Ebene bilden ein Kegelschnittnetz^ die koni- 
schen Polaren zu den Punkten einer Geraden ein 
Kegelschnittbiischel, welches dem Netze angehort, 
und je zwei Eegelschnittb^schel des Netzes haben 
einen gemeinschaftlichen Eegelschnitt, namlich die 
konische Pplare desjenigen Punktes, in. welchem 
sich die beiden Geraden schneiden, deren Punkte 
die Eegelschnitte der beiden Biischel zu konischen 
Polaren haben. 

3. Wenn wir von alien Punkten O einer Geraden p 
die konischen Polaren D^*^ aufsuchen, so bilden dieselben, 
wie wir wissen, ein EegelschnittbUschel mit vier Grund- 
punkten. In diesem Eegelschnittb^schel giebt es im allge- 
meinen drei Linienpaare; suchen wir insbesondere diejenigen 
drei ausgezeichneten Punkte der Geraden p 

Ox, D„ D3 

auf, deren konische Polaren in Linienpaare ausarten, und 
bezeichnen diese Linienpaare 

Die Doppelpunkte (Schnittpunkte) der drei Linienpaare 

(MO = flu (.'2^2) = fls; G8^i)=-fl8 

und bilden ein gemeinsames Polardreieck (selbstkonjugiertes 
Dreieck) fiir alle Eegelschnitte des Biischels. 

Da nun nach unserm Fundamentalsatz die Polare von 
Dx nach dem Eegelschnitt [{2^23 i^^i^tisch ist mit der Polare 
Yon D2 i^^ch dem Eegelschnitt [lil[]j die erstere aber durch 
den Punkt qg, die letztere durch den Punkt q^ gehen muB, 
so ist sie die Verbindungslinie ' fliqg!, und es mtissen daher 
die vier Strahlen 

I ^1^2 1? ifliflii? h} ^2 ^^®^ harmonische Strahlen^ 
I ^2^1 ;? i ^1^2!? '1? '1 ^^^^ harmonische Strahlen sein. 
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Ferner bilden die Punkte q^, q^^ qs das Diagonaldreieck 
des voUstandigen Vierecks, dessen drei Seitenpaare l^l[^ 
hKy hK sind; folglich mu6 der vierte harmonische Strahl 
zu lil[ und der Diagonale i qiq2 1; letzterer zugeordnet, durch 
q3 gehen^ also miissen 

9i; ^8? ^2 

auf einer Geraden liegen, ebenso 

1? fls? ^i 



auf einer Geraden, und in gleicher Weise erkennen wir, 
daB auch 

^i; ^2y ^S 

auf einer Geraden liegen mtissen; da nun aber auch Ox? ^2; O3 
auf der Geraden p liegen, so bilden diese drei Punktepaare 
^1^1? ^2^a; ^8^3 ^i® ^^®^ Fa£ix Gegenecken eines voUstan- 
digen Vierseits, und die gesuchten Punkte O^, O^i ^8 ^^^^ 
dadurch gefunden als die drei Durchschnittspunkte der Ge- 
raden p mit den drei Seiten des Diagonaldreiecks q^, qg, qg, 
welches das gemeinsame Polardreieck des Kegelschnitt- 
btischels ist, gebildet von den konischen Polaren der Punkte 
von p. 

Wir sprechen demgemaB folgenden Satz aus: 

Diejenigen drei Punkte einer Geraden, deren 
konische Polaren in Linienpaare ausarten, bilden 
mit den drei Doppelpunkten der drei Linienpaare 
die sechs Ecken eines voUstandigen Vierseits, in- 
dem je zwei der letzteren mit einem der ersteren 
auf je einer Geraden liegen. Die zu einem solchen 
Punkte der Geraden zugehorige Gegenecke des 
voUstandigen Vierseits ist der Doppelpunkt der 
ausgearteten konischen Polare. 

Oder wir konnen uns auch so ausdriicken: 

Die drei Diagonalen des von den vier Polen 
einer Geraden p gebildeten voUstandigen Vierecks 
treffen diese Gerade p in solchen drei Punkten 
deren konische Polaren in Linienpaare ausarten. 
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Wir bemerken noch, well 

yier harmonische Strahlen sind und 

ist, folgt der Satz: 

Die drei besonderen Punkte Dj, D^, Dj auf der 
Geraden p, deren konische Polaren in Linienpaare 
l^ll, l^l^, l^ll zerfallen^ liegen derartig auf dieser 
Geraden p, dafi 

02^3 durch das Linienpaar l^ll, 

barmonisch getrennt werden. 

4. Wir suoben jetzt umgekebrt zu den Punkten (\i,<\fy ()s; 
den Doppelpunkten der drei in Linienpaare ausgearieten 
konischen Polaren, selbst ibre koniscben Polaren 

^(2) ^(2) (2) 

auf. Da die gerade Polare von Dj, d. b. die Polaren von 0^ 
riieksicbtlicb des Linienpaar es l^ll durcb q^ gebt, so muB 
die koniscbe Polare qj^^ durcb den Punkt O^ geben (1.); 
femer sind q^ und Iqgqsl Pol und Polare fiir alle Kegel- 
scbuitte des Btiscbels von koniscben Polaren samtlicber 
Punkte D der Geraden p. Nun ist nacb unserem Funda- 
mentalsatz die Polare von D nacb q[*^ identiscb mit der 
Polare von q^ nacb £l^^\ d. b. mit der Geraden | qgqgOx I ^ Si? 
also mu6 der nocb unbekannte, durcb D^ gebende Kegel- 
scbnitt qf^ die Eigenscbaft besitzen, daB fiir alle Punkte. D 
der durcb D^ gebenden Geraden p die Polaren in eine und 
dieselbe Gerade q^ zusammenfallen. Dies ist nicbt anders 
moglicb, als wenn der Kegelscbnitt q|^^ in ein Linienpaar 
ausartet, welcbes in O^ seinen Doppelpunkt bat und har- 
moniscb getrennt wird durcb die Geraden p und q^, Wir 
baben also das Resultat gewonnen: 

Wenn die koniscbe Polare eines Punktes Di in 
ein Linienpaar ausartet, dessen Doppelpunkt q^ ist, 
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so mu6 auch die konische Polare von qi in ein 
Linienpaar ansarten, dessen Doppelpunkt D^ ist. 

Da nun die samtlichen konischen Polaren 3£^^^ aller 
Punkte X der Ebene ein Kegelschnittnetz bilden (2.) und 
die Doppelpunkte der in Linienpaare ausartenden Kegel- 
schnitte eines Netzes auf einer Kurve dritter Ordnung lie- 
gen (§ 5,-4), so folgt: 

Diejenigen Punkte in der Ebene einer C^^\ deren 
konische Polaren in Linienpaare ausarten, sowie 
auch die Doppelpunkte dieser Linienpaare liegen 
samtlich auf einer neuen Kurve dritter Ordnung 
H^^^, welche die Hessesche Kurve von der gegebenen 
<7^3> genannt wird. 

Die umgekehrte Aufgabe, wenn ein Netz von Kegel- 
schnitten gegeben ist, zu jedem derselben denjenigen Punkt 
zu finden, dessen konische Polare er sein soil, d. h. ein 
gegebenes Kegelschnittnetz als ein Netz konischer 
Polaren herzustellen, wird so gelost: 

Wir durfen drei in Linienpaare ausgeartete Kegelschnitte 
-des Netzes 

[hi[]-K'\ uAi-^r, Ws\-^\ 

welche Dicht die drei Seitenpaare eines und desselben voU- 
standigen Vierecks sind, als zur Bestimmung des Netzes 
notwendig und hinreichend, willktirlich annehmen. Es wurden 
dann die drei Punkte St^, Slg, 2I3 zu ermitteln sein, deren 
konische Polaren die gegebenen Linienpaare Sl{^, %^^\ %^^ 
flind. 

Bezeichnen wir die Schnittpunkte 

die Verbindungslinien 

I ^^1=^1; h3^ll=^2; IttiOgl^Sj, 

die vierten harmonischen Strahlen s[t[j s^^^, s'^t^^: 

(IJi s,s',) = - ] , {l,V, s,sl) = - 1 , (yl Sisf) - - 1, 

ihKs,Q^-i, (kKht[)--h (¥ssA)--h 

so muB, wie wir wissen, die Polare von St^ nach Sl^^^ iden- 
tisch sein mit der Polare von Slg nach ?Cj^^; sie geht aber 

SchrOter, Theorie der ebenen Karren 8. Ordn. 13 
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notwendig, weil beide Kegelschnitte Linienpaare sind, so- 
wohl durch (^ als auch durch a^, ist folglich die Gerade s^ 
und ihr Pol nach Slg^^ d. h. der Punkt 21^ liegt auf der 
vierten Harmonischen S3, ihr Pol nach 2l|^^ liegt auf der 
vierten Harmonischen tL, also 



2li liegt auf «;, 2I2 


liegt auf ^3; 


ebenso folgt: 




2I2 liegt auf s[ , 21, 


liegt auf t[, 


'^^ J? w ^2 7 ^i 


?? w "2 7 



folglich sind die drei Punkte 

gefunden. 

Wir konnen jetzt zu jedem beliebigen Kegelschnifct des 
Netzes X^^^ denjenigen Punkt X finden, dessen konische Po- 
lare X ist; da die Polare von 2t^ nach X^^^ bekannt ist und 
identisch mit der Polare von X nach 2l{'^^, so ist ihr Pol I 
nach dem bekannten Kegelschnitt 2l{^^ auf der vierten har- 
monischen zu der bekannten Geraden riicksichtlich des Linien- 
paares lj[ gelegen, ebenso fur 21^^^; der Durchschnittspunkt 
beider vierten Harmonischen ist also der gesuchte Pol X. 

Auch umgekehrt laBt sich zu jedem Punkte X die ko- 
nische Polare X^^^ aus dem Netze herstellen. 

(Vergl. die von Cremona in der Abhandlung: „Sopra 
alcune questioni nella teoria delle curve piane" [Annali di 
Matematica pura ed applicata tom. VII N. 4] gegebene L6- 
sung dieses Problems.) 

WoUen wir die Punkte der Fundamentalkurve C^^^ er- 
mitteln, fur welche das gegebene Eegelschnittnetz das Netz 
der konischen Polaren ist, so werden wir iilr irgend ein in 
dem Netze enthaltenes Biischel von Kegelschnitten die Punkte 
bestimmen, deren konische Polaren die Kegelschnitte des 
Biischels sind. Diese Punkte liegen auf einer Geraden g 
und bilden eine gerade Punktreihe, die projektiv ist mit dem 
Kegelschnittbiischel. Die drei incidenten Elemente der beiden 
projektiven Gebilde auf der Geraden g sind die drei Punkte 
der Fundamentalkurve C^^) auf dieser Geraden. 
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5. Wir erkennen leicht, da6 fiir die Hessesche Kurve 
i/<*> die Punktepaare Q^ und q^, Dg ^^^ ^2? ^s ^^^ fls 
konjugierte Punkte in dem frUheren Sinne sind (§ 2, 6), denn 
q^ und I qaqsOi | sind Pol und Polare fUr das ganze Biischel 
von Kegelsehnitten, welches dem Netze angehort und aus 
den konischen Polaren der Punkte von der Geraden p be- 
steht; femer geht die Polare von q^ in Bezug auf den dem 
Netze angehorenden Kegelschnitt qj^\ der in ein Linienpaar 
mit dem Doppelpunkt D^ ausartet, auch durch den Punkt 
Qj, also sind q^ und D^ konjugierte Punkte fiir drei nicht 
demselben Buschel angehorende Kegelschnitte des Netzes, 
mithin fiir samtliche Kegelschnitte desselben, d. h. konju- 
gierte Punkte fiir die H^^\ Wir konnen also dem vorigen 
dies neue Resultat hinzufiigen: 

Wenn fiir einen Punkt O^ in der Ebene der C^^^ 
die konische Polare in ein Linienpaar mit dem 
Doppelpunkt q^ ausartet, so sind Di und q^ ein Paar 
konjugierter Punkte der Hesseschen Kurve H^^\ 
welche von samtlichen Punkten O^ und q^ erfiillt 
wird. 

Aus einem Paar konjugierter Punkte der H^^^ lassen 
sich in bekannter Weise unendlich viele weitere Paare der- 
selben ableiten. Fiir jedes solche Paar gilt nun auch der 
umgekehrte Satz: 

Jedes Paar konjugierter Punkte der H^^^ besitzt 
die Eigenschaft, da6 der eine dieser Punkte zur 
konischen Polare riicksichtlich der C^^^ ein Linien- 
paar hat; dessen Doppelpunkt der andere ist. 

G. Diejenigen besonderen Punkte der Kurve C<% deren 
konische Polaren in Linienpaare ausarten, miissen nach dem 
Vorigen gleichzeitig auf der Kurve H^^^ liegen^ also die 
Durchschnittspunkte der beiden Kurven G^^ und H^^ sein, deren 
Anzahl im allgemeinen neun ist. Diese Punkte haben eine 
besondere Eigentiimlichkeit. Nennen wir SB einen solchen 
Punkt der C^^\ dessen konische Polare in ein Linienpaar 
zerfallt, so mu6 die Tangente % der C^*> im Punkte SB, 
well sie auch die konische Polare in 9S bertUurt, entweder 

13* 
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ein Teil derselben sein, oder SB mu6 der Doppelpunkt des 
Linienpaares sein, in welches SB^^^ ausartet. Letzteres ist 
aber nicht der Fall, denn jeder durch den Doppelpunkt des 
Linienpaares gehende Strahl kann keinen weiteren Punkt 
desselben enthalten. Durch SB gehen aber offenbar unend- 
lich viele Strahlen, welche noch andere Punkte von SB^^^ 
enthalten; also muB ^sas ein Teil des Linienpaares sein, und 
alle iibrigen Punkte von SB^^^ niussen auf dem andem Teil 
des Linienpaares y d. h. auf einer Geraden liegen. Nennen 
wir diese Gerade w, dann ist die konische Polare 

Die Gerade w schneidet nun im aUgemeinen die C^^^ in 
den drei Punkten tUi, tPgj ^sJ ^^^ Punkt SB sendet aber im 
aUgemeinen ein Tangentenquadrupel an die C^*\ von dem 
I SBtt)i I, I SBtPg I? 1 SBtUj I drei Tangenten sind, die vierte mu6 
daher ihren Beriihrungspunkt auf %, dem andem Teile des 
Linienpaares haben; t^ beriihrt C(^> selbst in SB; der dritte 
Schnittpunkt von tsa kann nicht von SB verschieden sein, 
denn sonst miiBte, wenn er SB' ware, | SBSB' | auch Tangente 
in SB' sein, also ^j© Doppeltangente, was widersinnig ist; 
es muB also SB' in SB hineinfallen, folglich ^® eine Wende- 
tangente sein, welche die C^^^ in drei zusammenfallenden 
Punkten SB schneidet, und SB selbst ein Wendepunkt der C^^l 
Wir haben also dies Ergebnis: 

Wenn fiir einen Punkt SB der C^^^ die konische 
Polare in ein Linienpaar ausarten soil, so muB 3& 
ein Wendepunkt der C^^^ sein; seine konische Polare 
zerfallt alsdann in zwei Gerade, von denen eine die 
Wendetangente ^© ist und die andere w die harmo- 
nische Polare des Wendepunktes genannt wird, 
namlich der Ort der vierten harmonischen Punkte 
auf alien durch SB gezogenen Strahlen zu SB zu- 
geordnet, rucksichtlich des iibrigen Paares von 
Schnittpunkten mit der C^^\ 

Aus dem vorigen Resultat folgt somit: 

Eine gegebene Kurve (7<^> wird von ihrer Hesse- 
schen Kurve H^^^ (d. h. dem Ort der Doppelpunkte 
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aller in Linienpaare ausgearteten konischen Polaren 
fnr die C^^^) in den Wendepunkten der C^^^ durch- 
schnitten. 

Da fiir den Wendepunkt SB die konische Polare in das 
Linienpaar zerfallt, dessen einer Teil fe (die Wendetangente) 
und dessen anderer Teil die Gerade w (die harmonische Po- 
lare des Wendepunktes) ist, so wird der Schnittpunkt 

(%, w) = SBi 
der Doppelpiinkt dieses Linienpaares sein^ also auch ein 
Puukt der H^^^ sein, und zwar sind (nach 5.) SB und SB^ 
konjugierte Punkte fiir die II^^\ Es muB also auch die 
konische Polare von SB^ in ein Linienpaar zerfallen, dessen 
Doppelpunkt SB ist. Die Verbindungslinie | SBSBj | wird nun 
die H^^^ noch in einem dritten Punkte SBg schneiden, dessen 
konische Polare riicksichtlich der C^^^ in ein drittes Linien- 
paar zerfallen muB. Die beiden Linienpaare fiir SB und SB^ 
bestimmen aber ein voUstandiges Viereck, fQr dessen drittes 
Linienpaar der Doppelpunkt der konjugierte Punkt beziig- 
lich der H^^^ zum Punkt SBg ist. Dieses vollstandige Vier- 
eck artet selbst aus, indem das dritte Linienpaar mit dem 
Linienpaar, dessen Doppelpunkt SB ist, zusammenfallt; also 
mu6 auch der konjugierte Punkt zu SB, d, h. der Punkt SBi 
mit SB2 zusammenf alien; mithin ist die Gerade | SBSBj | die 
Tangente an der H^^^ im Punkte SB,, wie sie die Tangente 
der C<3) im Punkte SB ist. Ftir die Kurve H^^^ ist mithin 
der Punkt SB gleichzeitig der Tangentialpunkt und der kon- 
jugierte Punkt zu SBj. Wir haben nun in § 7, 6 gesehen, 
da6 ein solcher Punkt einer Kurve dritter Ordnung, welcher 
der Tangentialpunkt seines konjugierten Punktes ist, ein 
Wendepunkt der Kurve sein muB. Hieraus folgt, daB der 
Punkt SB zugleich ein Wendepunkt fiir die Kurve H^^^ sein 
muB, wie er schon ein Wendepunkt ftir die C^^^ ist; also: 

Die gegebene C^'^ und ihre Hessesche H^^^ schnei- 
den sich in solchen neun Punkten, welche fiir jede 
derselben die Wendepunkte sind. 

Wir konnen die Hessesche Kurve H^^^ wieder als eine 
gegebene C,^'^ auffassen und dann von ihr die Hessesche Kurve 
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suchen u. s. f., dann erhalten wir ein ganzes Biischel von 
Kurven dritter Ordnung, die samtlich dieselben neon Grand- 
punkte ha^ben (§ 11) und wir schlieBen hierans: 

Alle Kurven dritter Ordnung, welche durch die 
neun Wendepunkte einer C^^^ hindurchgehen, haben 
diese Punkte selbst zu ihren Wendepunkten. 

Wir kommen auf ein solches Biischel von Kurven dritter 
Ordnung, welches ein syzygetisches Buschel genannt 
wird, noch bei spaterer Gelegenheit zurdck. 



§ 24. Die Polokoniken von den Oeraden in der Ebene 

rttcksichtllch der C^^K 

1. Wir haben gesehen, da6 zu jedem Punkte D in der 
Ebene nicht blo6 eine konische Polare D^^^, also ein Kegel- 
schnitt, sondem auch eine gerade Polare g, namlich die 
Polare von D nach C^*^ gehort. 

Suchen wir jetzt zu alien Punkten.O einer Geraden j) 
den von ihren geraden Polaren q umhuUten Ort auf. Da 
die zu den Punkten D der Geraden p gehorigen konischen 
Polaren Q-^^, wie wir wissen, ein Kegelschnittbtischel bilden, 
welches projektiv ist mit der von D beschriebenen geraden 
Punktreihe auf dem Tr'ager p, so n^hmen wir auf p die Punkte 

^1} *-*2? ^3? • • • 

an, bestimmen die konischen Polaren derselben 

welche einem Kegelschnittbiischel angehoren, und nennen 
die Polare von D^ nach D{*^ die gerade Polare q^ 

71 7f ;> ■-*3 }) *^3 » w >; ^3 

U. S. f. 

Femer wissen wir, daB die Polaren irgend eines Punktes 
D in Bezug auf samtliche Kegelschnitte eines Bfischels dnrch 
einen festen Punkt q laufen und ein einfaches Strahlbuschel 
beschreiben, projektiv mit dem Kegelschnittbiischel. Wir 
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nennen q den konjugierten Punkt zu D riicksichtlich des 
Kegelschnittbuschels, well Q und q konjugierte Punkte fur 
samtliche Kegelschnitte des Buschels sind. Sei also 

der zu Q^ riicksichtl. des Kegelschnittbiischels konjug. Punkt qi, 

V 77 ^3 77 7» ?? 77 77 Hs 

u. s. f. 
Nennen wir ferner den Pol der Geraden p 

rucksichtlich des Kegelschnitts D{^^ den Punkt p^, 

77 77 . 77 *^2 Jf >f T^27 

O^^' to 

77 77 77 ^*^3 77 77 TSf 

u. s. f., 
dann erfuUen die samtlichen Punkte q^ q^j, qg, ... und 
Pi; p2 9 Ps? • • • ©iiien und denselben Kegelschnitt 

den Polarkegelschnitt der Geraden p rucksichtlich des Kegel- 
schnittbiischels der konischen Polaren. Denn nehmen wir 
von irgend zwei festgehaltenen Punkten Di und D* der Ge- 
raden p die Polaren rucksichtlich aller Kegelschnitte des 
Buschels, so erhalten wir zwei projektive Strahlbiischel mit 
den Mittelpunkten q, und q^;, weil beide StrahlbUschel mit 
dem Kegelschnittbiischel projektiv sind. Der Schnittpunkt 
zweier entsprechender Strahlen dieser beiden projektiven 
Strahlbiischel ist aber ein Punkt p, der Pol von |) «= | Cl/D* | 
in Bezug auf einen Kegelschnitt des Buschels; das Erzeugnis 
der beiden projektiven Strahlbiischel, d. h. der Ort der Punkte 
p isfc ein Kegelschnitt p^^\ welcher selbst durch q, und 
qt geht, also auch durch samtliche Punkte q^, qg, qs, . . ., 
wodurch die vorige Behauptung erwiesen ist. 

2. Nehmen wir nun von einem beliebigen Punkte D, 
der Geraden p die Polare in Bezug auf 0,^^\ irgend einen 
Kegelschnitt des Biischels der konischen Polaren, so mu6 
dieselbe durch p^ gehen, weil D; auf p liegtj sie muB auch 
durch C{i gehen, weil q^ der konjugierte Punkt zu D, riick- 
sichtlich aller Kegelschnitte des Biischels ist, also ist die 
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Polare von Q/ nach D,^^^ die Verbindungslinie | (\ipk\, 

und insbesondere ist die 

Polare von D, nach D^!^^ die Verbindungslinie | q,pi|. 

Da aber nach unserm Fundamentalsatze die Polare von 
D; nach D^* identisch ist mit der Polare von €lk nach D|*\ 
so muB , , , 

sein, und alle vier Punkte mtlssen auf derselben Geraden 
liegen; sie mlissen aber auch^ wie wir gesehen haben, alle 
vier auf dem Kegelschnitt p^^^ liegen, was nicht anders mog- 
lich ist, als wenn 

' q* = pi 

ist (denn solange D^ und Oit verschieden angenommene Punkte 
sind, kann nicht q, mit q^ identisch sein, auch nicht p; mit pi). 

Dies ergiebt folgenden Satz: 

Der Pol pi der Geraden p in Bezug auf einea 
Kegelschnitt Dj.^^ des BUschels der konischen Po- 
laren fallt zusammen mit demjenigen Punkt q,> 
welcher der konjugierte Punkt zu D,- ist rucksicht- 
lich des Kegelschnittbiischels (wahrend D^*^ die ko- 
nische Polare zu O, ist). 

Da allgemein die Polare von D, nach D^^^ immer die 
Gerade | C{ipk\ ist (oder | q*pt|), wo q,- und pk beide auf dem 
Kegelschnitt p^^^ liegen, so wird, wenn wir D^ in D- 
ubergehen lassen, weil alsdann pi mit q,- zusammenfallt, die 
Gerade | pi q, | in die Tangente am Kegelschnitt p^^^ im 
Punkte pi oder q, tibergehen mtissen, und wir gelangen zu 
dem Resultat: 

Die Polare g, eines beliebigen Punktes Q,- der 
Geraden p in Bezug auf die zugehorige konische 
Polare £if^ ist die Tangente am Kegelschnitt |)^*^ in 
demjenigen Punkte q,, welcher dem Punkte D, in 
Bezug auf das Biischel der konischen Polaren kon- 
jugiert ist und der zusammenfallt mit dem Pol der 
Geraden p in Bezug auf den Kegelschnitt £Lf\ 
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Wir schlieBen hieraus: 

Die geraden Polaren von samtlichen Punkten 
einer geraden Linie p umhiillen einen Kegelschnitt 
p^^^y welcher identisch ist mit dem Polarkegel- 
schnitt der Geraden p riicksichtlich des Kegel- 
schnittbiisehels, gebildet von den konischen Polaren 
der Punkte von p. 

Diesen Kegelschnitt jp^^) nennt man die Polokonik 
der Geraden p^ weil er alle Pole der Geraden p riicksicht- 
lich des Btischels der konischen Polaren enthalt. Die Polo- 
konik geht daher insbesondere durch die Ecken des gemein- 
samen Polardreiecks fiir alle Kegelschnitte des Biischels. 
Sie geht femer durch die beiden besonderen Punkte der 
Geraden p, in welchen diese von zwei Kegelschnitten des 
Biischels beruhrt wird. 

3. Bezeichnen wir die beiden Punkte, in welchen die 
Gerade p von ihrer Polokonik getrofifen wird, durch 

Do und DJ, 

so muB unter den Kegelschnitten des Biischels von konischen 
Polaren einer vorkommen, fiir den D^ und p Pol und Polare 
sind, und da diese incident sind, so muB er in Do die p 
beriihren; ein zweiter Kegelschnitt des Biischels wird in 
Dq die p beriihren. Die Polare von D^ in Bezug auf den 
ersten Kegelschnitt ist p selbst, in Bezug auf den zweiten 
Kegelschnitt muB sie durch den Beriihrungspunkt Dq gehen; 
der Schnittpunkt beider ist also D^, d. h. Dq und D^ sind 
konjugierte Punkte in Bezug auf das Biischel samtlicher 
konischen Polaren. Da nun nach dem in 2. bewiesenen 
Satze der zu Dq konjugierte Punkt riicksichtlich des Biischels 
(d. h. der Punkt D^) der Pol von p sein muB in Bezug auf 
die konische Polare D^^^, welche zu D^ gehort, so muB der 
Kegelschnitt des Biischels, welcher p in D^ beriihrt, die 
konische Polare D^^^ sein, also haben wir das Ergebnis: 

Wenn die Gerade p von ihrer Polokonik p^^^ in 
den beiden Punkten Dq und D^ getroffen wird, so 
beriihrt die konische Polare von Dq die Gerade p in 
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Dq und die konische Polare von O^ beriihrt die p 
in Qq. 

Die Eigenschaft, welche hier bei den beiden besonderen 
Punkten Dq und D^ der Polokonik hervortritt, namlich dafi 
ihre konischen Polaren die Gerade p beruhren, gilt, wie 
leicht zu sehen ist, allgemein von jedem Punkte der Polo- 
konik. 

Sei namlich q, ein beliebiger Punkt der Polokonik, nam- 
lich der konjugierte Punkt zu jQ, riicksichtlich des Buschels 
konischer Polaren, so ist q, identisch mit p,, dem Pol von 
p riicksichtlich der konischen Polare Df^ und die Tangente 
in q,- (ei: p,) ist die gerade Polare g-, von O/. 

Um nun von dem Punkte q, die konische Polare 

zu ermitteln, bemerken wir, daB nach dem Fundamentalsatz 
die Polare von Ov nach q|.*^ identisch sein muB mit der 
Polare von q, nach Clf \ nun ist aber q, ^e pi und die Polare 
von )fi nach D|. ^ ist die Gerade p, also ist p auch die Polare 
von Q, nach q^.^^ Der Kegelschnitt qj.^^ muB aber durch 
Di hindurchgehen, weil q, auf der geraden Polare qi liegt 
nach dem Satze in § 23, i, folglich muBp die Tangente im Punkt 
Dt fur den Kegelschnitt C{f^ sein, und wir erhalten den Satz: 
Die konischen Polaren q^^^ samtlicher Punkte q, 
der Polokonik von p bertihren diese Gerade p in 
denjenigen Punkten, welche zu q,- die konjugierten 
sind riicksichtlich des Biischels konischer Polaren 
£if\ die zu den Punkten von p gehoren. 

Wir konnen uns auch so ausdriicken: 

Die Polokonik der Geraden p ist der Ort aller 
derjenigen Punkte, deren konische Polaren die 
Gerade p beriihren, 

4. Schneidet die Gerade p die C<*> in den drei Punkten 
SI, 95, 6, und sind die Tangenten der C^^^ in diesen Punkten 
^a, ^©, H, so bilden diese ein Dreiseit Slg^S^Sg (§21,i) S. 171, 
welchem die Polokonik p<*^ einbeschrieben ist. Die drei 
Beriihrungspunkte werden die konjugierten Punkte von 
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SI, S3 9 @ seiu riicksichtlich des Biischels der konischen Polaren 
▼on Py also diejenigen Punkte, welche in § 21, i mit a, b, c 
bezeichnet wurden, d. h. die vierten harmonischen Punkte 
zu SI, S3, (S zugeordnet rucksichtlich je zweier Ecken des 
Dreiseits t^teta. 

Insbesondere ist daher die Polokonik von g^ derjenige 
Kegelscbnitt, welcher die Seiten des von den drei Asym- 
ptoten der C^^^ gebildeten Dreiseits in ihren Mitten beriihrt. 

Nehmen wir eine beliebige Gerade g in der Ebene und 
ihre Polokonik g^^\ auBerdem einen beliebigen Punkt 5(5 und 
seine konische Polare 5p^*\ und moge die Gerade g den 
Kegelscbnitt 5p^*J in den Punkten 

a und D' 

trefiFen, so miissen nacb § 21, i die geraden Polaren q und 
q' der Punkte D und D' durch den Punkt ^ gehen; diese 
geraden Polaren sind aber Tangenten der Polokonik g^'^\ 
also sehen wir: 

Das Tangentenpaar aus irgend einem Punkte ^ 
an eine beliebige Polokonik g^^^ ist ein Paar von 
geraden Polaren derjenigen beideu Punkte, in wel- 
chen die Gerade g die koniscbe Polare ^^^^ schneidet. 

Fallen insbesondere die beiden Punkte D « D' zusammen, 
so miissen auch q^ q^ zusammenfallen, also sehen wir: 

Beriihrt eine Gerade g irgend eine konische 
Polare 5p^*^ in %, so geht die Polokonik g^^^ durch 
den Punkt ?P, dessen konische Polare ^^^^ ist, und 
die Tangente t der Polokonik in ^ ist die gerade 
Polare des Beriihrungspunktes %. 

5. Zerfallt insbesondere die konische Polare D^^^ eines 
Pimktes D in ein Linienpaar [/?'] = D^*\ dessen Doppel- 
punkt q sei, sodaB also O und q konjugierte Punkte der 
Hesse sehen Kurve H^^^ sind (§ 23,4,6), und nehmen wir 
fiir die vorhin g genannte Gerade eine der beiden Z, Z', z. B. 
I J so wird { eine Tangente der konischen Polare [IV] =» D^*^ 
sein, deren Beriihrungspunkt unbestimmt wird, namlich 
jeder Punkt von { sein kann. Die Polokonik von I muB 
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aber durch O gehen und die geraden Polaren aller Punkte 
von I mtLssen in D die Polokonik U^^ beriiliren. Dies ist 
nicht anders moglieh, als wenn U^^ selbst in ein Linienpaar 
zerfallt, dessen Doppelpunkt D ist, also: 

Wenn eine konische Polare D^^^ in ein Linien- 
paar Z?i ausartet, so sind die Polokoniken V^\ l^^ 
dieser beiden Geraden selbst Linienpaare mit dem 
gemeinsamen Doppelpunkt D, dessen konische Po- 
lare [ZZJ ist. 

Aber anch umgekehrt, wenn die Polokonik einer Ge- 
raden I in ein Linienpaar ausartet, dessen Doppelpunkt D 
ist, so mtissen die geraden Polaren aller Punkte von I Tan- 
genten der Polokonik sein, also alle durch D gehen, folglich 
mu6 auch nach § 23, i die konische Polare von D durch 
alle Punkte von I gehen, d. h. selbst in ein Linienpaar zer- 
fallen, dessen einer Teil I ist. Wir schlieBen also: 

Alle in Linienpaare ausartenden Polokoniken 
haben ihre Doppelpunkte auf der Hesseschen Kurve 
jBT^'^ der geg ebenen C^^\ 

Wir bemerken schlieBlich noch, da6 die Polokonik 
g^^^ einer Geraden ^, welche der C^^^ in den Punkten SI, SB, 
® begegnet, durch die beiden Doppelpunkte Dq und D^ der- 
jenigen Punktinvolution auf g hindurchgeht, welche durch 
die Punktepaare ^^^^ ^^^^ ^^^ 

bestimmt wird (§ 21, 3), die mit K, 85, S ein aquianharmo- 
nisches System bilden (s. d.). Also sind DqOJ konjugiert- 
imaginar, sobald SI, 93, 6 alle drei reell sind, dagegen reell, 
sobald einer der drei Punkte SI, S3, (S reell ist und die beiden 
andem konjugiert-imaginar sind. 

§ 25. Der die konische Polare begleitende 

Kegelschnitt. 

L Wir haben in § 22, 4 gesehen, daB aus einem Punkt 
^ in der Ebene im allgemeinen sechs Tangenten an die 
C(8) gehen, deren Beriihrungspunkte auf einem Kegelschnitt, 
der konischen Polare ^^^^ des Punktes ^, liegen. 
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Eine solche Tangente aus 5^, welche in % beruhrt, 
muB der C^^^ noch in einem dritten Punkte © begegnen und 
dieser dritte Schnittpunkt @ kann auf folgende Weise er- 
mittelt werden: 

Die konische Polare von © muB bekanntlich durch © 
und durch % gehen, weil auch | ©X | in SC die C^^^ beruhrt. 
Nennen wir diesen Kegelschnitt ©^^^ so mu6 nach dem 
Fundamentalsatze die Polare von ^ nach ©^^^ ideutisch sein 
mit der Polare von © nach ^P^^^; nennen wir den Schnitt- 
punkt dieser Polare mit dem Strahle | ?P©2^ | den Punkt j, 
so ist er durch die Bedingung bestimmt 

da nun auch die Polare von © nach ^^^^ durch j gehen 
rau6 und ?P^^) durch % geht, auBerdem aber noch in einem 
zweiten Punkt %' von dem Strahle | ^3S | getroffen wird, 

so muB auch 

(SS'©?) - - 1 

sein. Hieraus folgt aber 

• i%<B%'i£) = 2, 
und da 

so folgt 

(3:@3:'5p)--2, 

also 

Durch diese Bedingung ist der Punkt © voUstandig 
bestimmt, denn ^ ist gegeben, % und Z' sind die beiden 
Schnittpunkte der konischen Polare ^^^^ mit dem Beriihrungs- 
strahl I ^I I und © ist der dritte Schnittpunkt desselben 
mit der C'^^). 

2. Der Punkt © ist nichts anderes, als der zu % zu- 
gehorige Tangentialpunkt. Nun gehen aus ^ im allgemeinen 
sechs Tangenten an die C^^^ imd ihre sechs Beruhrungs- 
punkte % haben daher auch sechs Tangentialpunkte ©. 
Wir konnen aber anstatt der sechs Beriihrungspunkte % 
auf der konischen Polare ^^^^ samtliche Punkte derselben 
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ins Auge fassen und auf dem um den festgehaltenen Punkt 
5P gedrehten Strahle | 5PX | allemal einen zugehorigen Punkt 
@ aus der obigen Bedingung konstruieren. Dann wird, da 
der Strahl | 5p2 | noch einen zweiten Punkt %' der konischen 
Polare enthalt, auf ihm auch noch ein zweiter Punkt ©' 
sich vorfinden, der durch die Bedingung bestimmt wird 

oder 

und der gesamte Ort der Punkte ©,©' wird offenbar die Eigen- 
schaft haben, durch die sechs Tangentialpunkte der sechs 
Beriihrungspunkte von den Tangenten aus ^ an die C^^ 
hindurchzugehen. Es wird sich zeigen, da6 dieser Ort ein 
neuer Kegelschnitt ist, welcher der begleitende Kegel- 
schnitt der konischen Polare ^^^^ genannt wird und zu 
diesem in naher Beziehung steht. 

Aus den beiden Bedingungen, durch welche @ und ©' 
gefunden werden, ergiebt sich 

daher bestimmen die beiden Punktepaare 

%%^ und @©' 

eine Punktinvolution, von welcher ^ ein Doppelpunkt sein 
muB; der andere Doppelpunkt dieser hyperbolischen Punkt- 
involution heiBe p und liegt daher auf der Polare von 5P 
nach ^^^\ weil 

(©©'^)))--l 

sein mu6. Wenn daher der Ort der Punkte ©, ©', wie wir 
sogleich sehen werden, ein Kegelschnitt ist, so miissen 
fur ihn ^ und p konjugierte Punkte sein, ebenso wie fOr 
die konische Polare ^^^K Von dieser Bemerkung werden 
wir spater Gebrauch machen. 

3. Wir stehen also jetzt vor der Aufgabe: 
Es sind ein Punkt ^ und ein Kegelschnitt ?P<^> gegeben; 
auf jedem durch ^ gezogenen Strahle, welcher in % und 
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%' dem Kegelschnitt begegnet, werden die Punkte @ und 
©' durch die Bedingungen 

bestimmt; es soil der Ort der Punkte @, ©' ermittelt 
werden bei Drehung des Strahles um ^jj. 

Zur Auflosung ziehen wir durch ^ einen festen Strahl, 
welcher $P^^^ in den Punkten Xq, S^, treffe, und bestimmen die 
Punkte ©o®o durch die Bedingungen 

(3:o2;i?p@o) = h 

dann miissen sich wegen der Gleichheit der Doppelverhaltnisse 

in einem Punkte j schneiden, welcher offenbar auf der 
Polare p des Punktes 5(5 riicksichtlich ^^^^ liegt. Mit der 
von dem Punkte 

beschriebenen geraden Punktreihe auf p liegt nun perspektiv 
das Strahlbiischel, welches der Strahl | ©q® | bei der Drehung 
um den festen Punkt ©^ beschreibt. 

Aus der Gleichheit der Doppelverhaltnisse 

folgt aber auch, daB sich die drei Strahlen 

in einem Punkte schneiden, und dieser Schnittpunkt 

beschreibt ebenfalls eine g^ade Punktreihe auf derselben 
Geraden p, der Polare von ^ nach ^^^K Mit dieser Punkt- 
reihe liegt das von | ©q© | beschriebene Strahlbiischel per- 
spektiv bei der Drehung um den festen Punkt ©i- 

Die beiden von j und \) auf demselben Trager p be- 
schriebenen Punktreihen sind nun selbst projektiv (und 
involutorisch liegend), weil j und t) konjugierte Punkte sind 
riicksichtlich des Kegelscbnitts ^^^^ und mit ^ zusammen 
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allemal ein Tripel konjugierter Punkte (Polardreieck) fur 
5P^2^ bilden; folglich sind auch die von den Strahlen 

I @o® I und I @i@ [ 

beschriebenen Strahlbtischel projektiv, und der Ort von @ 
ist daher ein Kegelschnitt, welcher durcli die Mittelpunkte 
©Q, @i ^^^ beiden erzeugenden Strahlbtischel selbst hindurch- 
geht. In gleicher Weise sehen wir, da6 auch 

I @o®' I und I @i@' I 

zwei projektive Strahlbtischel beschreiben, also einen Kegel- 
schnitt erzeugen, den der Punkt ©' durchlauft. Wir er- 
kennen aber auch- leicht, daB diese beiden Kegelschnitte 
identisch sind. Denn wegen der Gleichheit der Doppel- 
verhaltnisse 

liegt der Punkt j auch auf dem Strahle | S^®' |, und wegen 
der Gleichheit 

liegt der Punkt t) auch auf dem Strahle | ©q©' |; da hiernach 

(@;@, ©0®') = t) 

ist, so folgt 

(©0^, ©i?) =• ©'. 

Wegen der involutorischen Lage der beiden von j und 
\) beschriebenen projektiven Punktreihen auf j9 sind die Punkte 
E und \) vertauschbar, also sind die von © und ©' be- 
schriebenen Orte identisch. 

Dies ist denn auch von vo^nherein ersichtlich, weil aus 
den beiden Bedingungen 

folgt 

(3:3:'®'©) - 1 

oder 

{%%'©&) - 9. 
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Weil nun die beiden Pnnkte %f%^ die Schnittpunkte 
^es durch ^ gezogenen Strahles mit der konischen Polare 
sind und durch Vertauschung derselben nur @ in @' ftber- 
geht Oder umgekehrt, mtissen auch © und ©' denselben 
£egelsclmitt durchlaufen. 

Fiir diesen Eegelschnitt @^^^ ist das Dreieck ?Pj^ ein 
Polardreieck (selbstkonjugiertes Dreieck) ebenso wie fiir den 
Kegelschnitt ^^^\ und da j und ^ sich auf der festen Ge- 
raden p bewegen und eine Punktinvolution beschreiben, die 
beiden Kegelschnitten gemeinschaftlich zugehort, so sehen 
wir, daB die beiden Kegelschnitte ©^*^ und ^^^^ eine 
<ioppelte Beriihrung haben, indem fiir sie gleichzeitig ^ 
und p Pol und Polare sind und die ihnen zugehorigen Punkt- 
und Strahleninvolutionen zusammenfallen. Wir konnen so- 
mit als Resultat der vorigen Untersuchung den Satz aus- 
sprechen: 

Aus einem Punkte ^ in der Ebene gehen im all^ 
gemeinen sechs Tangenten an die C^^\ deren Be- 
riihrungspunkte auf einem Kegelschnitt ^<% der 
konischen Polare von ^, liegen. Jede dieser sechs 
Tangenten schneidet die C^^^ noch in einem dritten 
Punkte; diese sechs dritten Punkte liegen auf einem 
neuen Kegelschnitt @^^\ welcher der begleitende 
Kegelschnitt der konischen Polare heiBt. Die ko- 
nische Polare ^^^> und ihr begleitender Kegelschnitt 
@(^> haben eine doppelte Beriihrung, indem fiir beide 
-der Punkt ^ und seine Polare p riicksichtlich ^<^> 
oder @^^^ dieselben sind, sowie die den Tragern p 
und ^ zugehorigen Punkt- und Strahleninvolutionen 
rttcksichtlich beider Kegelschnitte zusammenfallen* 

Ist % ein Beruhrungspunkt einer aus 5(J an die C^^^ 
gelegten Tangente und © der Tangentialpunkt derselben, 



* Andere Beweise dieses Satzes sind gegeben worden von 
R. Slawyk: „Die Polareigenschaften der allgemeinen ebenen Eurve 

dritter Ordnung." Inaug.-Diss. Breslau 1872. 
A. Milinowski: „Zur Polarentheorie der Kurven und Fl&chen dritter 

Ordnung." Borchardts Joum. f. Mathematik. 6d. 89 S. 136 flg. 

Schrdter, Theorie der ebenen Kurven 3. Ordn. 14 
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allemal ein Tripel konjugierter Punkte (Po^ 

$P<*> bilden; folglich sind auch die von dei^' rf- §• 

|(5o@| und |@i®l| J J I 

beschriebenen Strahlbuschel projektr^jl §^0- < 

ist daher ein Kegelschnitt, welchf ^ ^ ^ ^ '%'. 
©Q, @o ^^^ beiden erzeugenden St'|' ^ s>i^'^ 



t 



geht. In gleicher Weise sehe^/^ ^ ^ ^ o- J" 

-'Ir ^ ^ ? "'' 






5- 



zwei projektive Strahlbii?/ ^ f f . § ^ 

schnitt erzeugen, den^/JJ^. ^ ? S. '^ ^ *^ 
kennen aber auch- h/ ^ f ^'^ w i S ^ '^ 
identisch sind. T^/\^ ^ f 3 ' 
verhaltnisse f ' t iT ' 

liegt der Pur. ^^^ nesseschen 

der Gleicn ^^ ^g|j^ j^g seine konische Po- 

.xenpaar ausartet, dann auch sein be- 

liegt c' ^elschnitt ©<*> in ein Linienpaar ausarten wird, 

^ mit dem vorigen denselben Doppelpunkt haben muB. 

g beiden Linienpaare liefem ein DoppelverhaltniS; welches 

^fl Iconstanten Wert 9 besitzt. 



§ 26. Metrische Beziehungen. 

1. Wenn man durch einen Punkt ^ in der Ebene der 
^(3) eine Gerade g zieht, welche der Kurve in den Punkten 

begegnet, so gehoren die konischen Polaren der vier Punkte 
?P, St, 93, ©, namlich 

5p(2)^ a(2)^ 95(% 6<«> 

einem Kegelschnittbuschel an, welches mit der von ^, 81^ 
SB, © gebildeten geraden Punktreihe auf dem Trager g pro- 
jektiv ist (§ 23, s). 






\ 



% 
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'^ach unserm Fundamentalsatz ist nun die Polare 
ach Sl^*^ identisch mit der Polare von SI nach $P^% 

> "S 6(2) (£ gg(8). 

^^ «5^ loch die Polare von 5p nach ^^*> hinza nnd 

*#. "^ '^. ^hschnittspunkte dieser vier Polaren mit der 

^ ^< ' ^ P, 0, b, c, 

"^ ii rf- V '®^ i^ einfacher Weise ermitteln durch 

"^ V%% ,. ^l»»0 = - 1, (5l»S(£,) - - 1, 

^aren von 31, 58, 6, 5p nach ^(*> 
^es mit der Punktreihe 31936$ 






^^) = (abcp). 

^ isechs vorigen harmonischen Beziehungen folgen 
^ nyperbolische Involutionen mit den Punktepaaren 

( Sl«, 3ti«i, 936, 5pa, 
I. 9393, 95i93,, 631, 5pb, 

66, 6^6,, 3C95, 5pc, 

nnd aus diesen die gleichen Doppelverhaltnisse 

(319365P) - (31693a), 
(319365P)« (69331b), 
(319365P)« (93316c), 

nnd hieraus 

(81693a) - (69331b) « (93316c), 
(31936a) = (63193b) - (93631c). 

Aus den beiden Gleichheiten 

(31936a) « (3l6b95), 

(3l93c6)- (31693a) 
ergiebt sich 

(3l93ca)-(3l6bo) 

-(ob6 3l), 
folglich gehoren die Punktepaare 

14* 
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Sla, S8B, 6c 
einer InTolutioa an, und weil 

(aaesp) -= (obcp) 

ist, gehort aucli das Punktepaar ^p derselben an, also die 
vier Punktepaare ^^^ ^^^ ^^^ ^^ 

gehoren einer und derselben Involution an. 

[Es treten auch noch andere Involutionen hinzU; nam- 
lich aus 

(aeSBa) - (aSBcS) -= (abSc) « (bac©) 
folgt, daB die drei Punktepaare 

einer Involution angehoren; und aus 

(SieSa) - (SSbSl) « (bcaSa) = (cba95) 

folgt, daB die drei Punktepaare 

Sic, a3a, 6b 

ebenfalls einer Punktinvolution angehoren.] 

2. Ob die Involution, deren vier Punktepaare 

aa, JBb, 6c, 5pp 

sind, eine hyperbolische oder elliptische ist, dartiber ent- 

scheidet der positive oder negative Wert des Doppelver- 

haltnisses .^f n\r\ 

(SlaSb), 

welchen wir ermiiteln woUen. 

(3lS8aS)-(?l6TO-||-||. 

folgt durch Multiplikation 

der Ausdruck im Zahler rechts laBt folgende Umformung zu: 
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a®*. (£^»+ («» + »¥) »?p . ea . ©», 

as*. 65p»+ »^*. 631 . ©SB + SB^ . 8158 . Sa . (£©, 

«»». 6«p«+ 95^*. S« (631 + 3195) + 85^ . 31S8 . 631 . 6«, 

8193*. 6^*4- 631*. 935p»+ 93^ . 631 . 8193 (93^ + 695), 

8195*. 6^»+ 681*. 95?»+ 95^ . 6^ . 681 . 8195, 

(3195 . 5p6 + 631 . «P95)*- ^6 . ^95 . 3195 . 681 

oder, da identisch 

3193.^6 + 956.^81 + 681.^95-0, 
ist 

956*. 81^*- 95^ . 6?P . 681 . 8195; 

dieser Ausdmck zu dem Torletzten hinztigefC^ xind die 
halbe Summe beider genommen erhalteu wir 

i («93*. ^6*+ 956*. ^8l*+ 681*. ^95*), 

mithin wird der Wert des Doppelverhaltziisses der sym- 
metrische Ausdruck 

m (»^;^ i 3[95*. ^6*+ 956*. ^8I*+ 68C*. ^95 * 
(na^o;-2 3195*. ^6» 

und als Summe von lauter Quadrateu eiu positiyer. Wir 
erhalteu in gleicher Weise 

,g,,^ . 1 956*. ^3I*+ 631*. <P95*+8I95*. ^6* 
(,«D*4.c) = -2 936*. ^31* ' 



« 



woraus die Beziehung zwischen den drei Doppelverhaltnissen 
entspringt 

(aabSB) + (»bc(£) + (6ca?l) « 2. 

Das Besultat der Bechnung ist also^ daB die Involution 
deren Punktepaare 

aa, aSb, Sc, ^p 

sind^ eine hyperbolische ist. 

Wir bemerken noch^ weil, wie wir oben (1.) gesehen 
haben^ aacb die Punktepaare 

»c, Sa, Sb 
einer Inyolution angehoren^ also 
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ist und positiv sein muB, daB die Involution; deren Punkte- 
paare 

sind; ebenfalls eine fayperbolische ist; und aus der Gleicliheit 

(ba3c6)«(Slca5a) 

folgt endlich, daB auch die Involution, deren Punktepaare 

ab, a3c, Sa 

sind, eine hyperbolische sein muB. 
Auch bemerken wir, weil 

(?1956?P) - (abcp) 

und 

(StSB®^) ^ (SlSSa) = (acbSl) 
ist; daB 

(abcp) - (acb«) 
sein muB; ebenso 

(bcap) = (bacS), 
(cabp) = (cbaS); 

wir erbalten hieraus drei neue hyperbolische Involutionen, 
deren Punktepaare sind 

aa, be, :p8l, 
II. \ hi, ca, pas, 

cc, ab, p6, 

welche den Involutionen I. (in 1.) gegeniiberstehen. 

3. Aus alien diesei^ Involutionen gehen nun eine Menge 
metrischer Beziehungen hervor, zu denen wir gelangen aus 
den bekannten metrischen Beziehungen harmonischer Ele- 
mente. 

Es folgt zunachst aus den Involutionen I. in (1.) 





[ 2 _ 1 . 1 _ 1 , 1 

««, «195 'a© H^ ' Slo' 


1) 


^ 1 4- 1 1-4-1 

i8»i 956 '95a 95^ ' 93b' 






woraus durcl 


1 Addition folgt 

1 
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2) 



3) 



+ 



+ 



+ 



1 



+ 






0, 



+ 



J_ 

6c' 



multiplizieren wir die Gleichtmgen 1) der Beihe nach mit 
91^, S3^, @^ und addieren sie dann, so folgt 



3 = 3 + S + SI + ®^ 



oder 

4) 

5) 



^a 



^^ + 11 + 






956 



oll^b95^c(5 



936 

6f 
(Sc 

c^ 



6c 



0, 



3. 



6) 



Aus den Involutionen J I. in 2. ergiebt sich in gleicher 
Weise 

1 + 1 l + Ji- 

06 oc ap'^ aW 

l+l_l+± 
6c "^ 6a ~ 6p "^ 693' 

1 + 1_1 + 1-, 
CO c6 c)) c6 



{ 



woraus durch Addition folgt 

1 



^) 



1 + 1 + 

pa p6 pc 



+ ^ + 



oSl ' 693 ' c6 
woraus in Verbindung mit 3) sich die Beziehung ergiebt 

1.1.1 



8) 



5pa 



0.-^0. - -la.la.1 

^^93"^^6~ap"^6})'^cp' 



multiplizieren wir aber die Beziehungen 6) der Reihe nach 
mit ap, hp, cp und addieren sie dann, so folgt 



oder 

9) 

10) 



3_3 + l5- + 
ap^6p^ 



+ 15. 



^p 



693 
93p 



693 

c6 "' 
6p 



936 ' (5c 



3. 
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Multiplizieren wir die Gleichungen 1) bez mit ?[)), SBp^. 
6p, und addieren sie danii; so fo]gt nach 10) 

also aach 

12) ^ + ^+ ' ^ 



multiplizieren wir dagegen die Gleichungen 6) bez. mit a^, 
6^, C^ und addieren sie, so folgt in gleicher Weise 

13^ ^ . ^ . ^_?«o 

^ ap bp cp 

also 

^A^ 1.1.13 

'^ pa pb pc p^ 

Da der Punkt p auf der Polare des Punktes 5(5 riick- 
sichtlicli seiner konischen Polare ^^^^ liegt, d. h. auf der 
geraden Polare p des Punktes 5p riicksichtlicli der C^^\ so 
konnen wir die Punkte der geraden Polare p von 5(5 direkt 
durch folgende metrische Beziehung bestimmen: 

Drebt man um einen Punkt 5(5 in der Ebene der 
C^^^ einen Strabl, welcber der C^^^ in den drei Punkten 
%y 93; (S begegnet und bestimmt auf diesem Strable 
allemal einen Punkt p durch die Bedingung 

5(5p~5(5Sl'^ 5(593 "^5pe' 

so ist der Ort des Punktes p eine gerade Linie, 
namlich die gerade Polare des Punktes 5^ riicksicht- 
lich der C^^\ oder die gewobnliche Polare des Punktes 
5(5 rUcksicbtlich seiner koniscben Polare 5(5^^^. 

4. Scbneidet die konisebe Polare ^^^^ des Punktes ^ 
rtlcksicbtlicb der C^^) den Strabl ^ « | ^8(935 1 in den Punkten 

D und O^if 

so gilt ftir den Scbnittpunkt p der geraden Polare von ^ 
nacb 5|5^'^ bekanntlicb die barmoniscbe Beziebung 
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(von welcher die oben gefundene Beziehuug eine unmittel- 
bare Erweiterung ftir die C^^^ ist). 

Wir haben nach dem vorigen Resultat 
Wenn wir noch das Produkt 

1 



kennten, so batten wir zwei GroBen (Summe und Produkt), 
durcb welcbe die Punkte O und C^ vermittelst einer quadra- 
tiscben Gleicbung zu ermitteln waren. Da nun durcb 

der Punkt p bereits bekaunt ist, so brauchen wir uur die 

WO m die Mitte zwiseben DD^ bedeutet, zu ermitteln^ um 
aucb das gesucbte Produkt zu erbalten. Der Punkt m kann 
aber auf folgende Weise gefunden werden: 
Die vier koniscben Polaren 

^(^\ m\ ©(2), $p(8) 

scbneiden die Gerade g in den Punktepaaren 

««„ SSBi, 6S„ DO, 

und geboren einem Eegelscbnittbiiscbel an, folglicb diese 
Punktepaare einer Punktinyolution. Nebmen wir yon dem 
unendlicb entfemten Punkte ^^ die Polaren rticksichtlicb 
der vier Kegelscbnitte W^\ f6^^\ ©<*>, ^(% so scbneiden die- 
selben die Gerade g in den vier Mitten der Strecken ?l?li, 
S895i, ®®u ClDi, und bezeicbnen wir diese vier Punkte 

Oq die Mitte zwiseben 9(^|, 

m „ „ „ DDi, 
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so miissen sie projektiv entsprechen den Punkten ?l, 95, % % 

dadurch wird m yollstandig bestimmt. 

Wir haben also in den hyperbolischen Involutionen die 
Punktepaare 

I. 9558, 95i»i, e«, «p„bo, 

und diese Inyolutionen sind dieselben wie in (1.) S. 211. 
Hieraus folgt die Gleichheit der Doppelverhaltnisse 

(?ia565p„) _ (siesBoo), 

also 

(«6»ao) = (e95Sl6o) = (S3«SCo). 

Aus den beiden Gleicbbeiten 

(aSBSOo) = (6«a3b,) - (Sl66o») 
(«93co6) - (SieSBoo) 

folgt durch Maltiplikation 

(StScoOo) = (3t66oflo) = (flo6o6«), 
mithin gehoren die Punktepaare 

aoo, »bo, ©Co 

einer Involution an, und in dieser Involution ist wegen der 
Projektiyitat ^^^^^^ _ ^^^^^^^ 

auch $P und nt ein Paar konjugierter Punkte. 

Nennen wir in dieser Involution den dem unendlich 
entfemten Punkte ^^ entsprechenden Punkt, d. h. den 
Mittelpunkt dieser Involution D, so haben wir die fiinf 
Punktepaare derselben 

«Oo, Sbo, eco, ?„D, ^nt, 
und nach bekannten inrolutorischen Eigenschaften 
D?l.Dao-D95.Dbo-D6.Dco = D^.Dm. 
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Aus den Inyolutionen T. folgt 
aus der letzten Involution aber 

(SlJBe^,) - (aoboCoO); (mfda,) - (aoCobo«), 

folglich ist auch 

(aoboCoO) = (aoCobo^t), 

mithin gehoren die drei Punktepaare 

^0^7 K^7 C)8l 

einer neuen hyperbolischen Involution an^ und in gleicher 
Weise finden wir die drei Punktepaare der drei Involutionen 

ttoao, boCo, Da, 
11. bobo, Coao, D93, 

CqCo, aobo, D®. 

5. Aus diesen Involutionen I. und II. flieBen eine Menge 
metrischer Beziehungen, namlich aus I. 

J 1 . j_ 

,111 
[ ©Co -eases' 

woraus durch Addition folgt 
2) 



1 +i + ^.-0, 



aoo ' SBBo ' ©Co 

und wenn wir von den drei Gleichungen 1) die erste mit 
fiOy die zweite mit 8D, die dritte mit ©D multiplizieren 
und addieren 



3) 
oder 

4) 



«0 SBP SO 



Dflo 



+ 



Obo^ 



OCo 



«0o^»bo" 6co 



3, 



-0. 
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Aus den Inyolutionen II. folgt 



5) 



OoD Ootl Oobo OoCo 



boD ^ bo« boCo ^ boOo' 
CqD CqS Cotto Co bo 



woraus dorch Addition folgt mit Riicksicht auf 2) 

Wegen der Beziehungen 

D?l.Dao-Dffl.Dbo-De.DCo 

ergiebt sich zugleich 

7) D3l + D95 + De-0, 

was nichts anderes aassagt, als daB O der Schwerpunkt der 
drei gleich belastet gedachten Punkte %y f8, ^ ist^ also fur 
jeden andem Punkt $ der Geraden g die Bedingung^ welche 
aus der vorigen hervorgeht, erfiillt wird 

8) 3.5pD-^a + ?pa5 + $s. 

(Nimmt man fiir $ insbesondere $^, so geht p in 
fiber und man erhalt den speziellen Satz: Bestimmt man 
auf einem System paralleler Sehnen einer C^*> zu den drei 
Schnittpunkten auf jeder den Schwerpunkt, so ist der Ort 
desselben eine gerade Linie, ein Durchmesser der C^^^). 

Multipliziert man die drei Beziehungen 5) bez. mit 0%, 
^%7 ^^ ^^^ addiert, so folgt die schon bekannte Be- 
ziehung 4); multiplizieren wir dagegen die Beziehungen 5) 
bez. mit 09(, 093; OS und addieren, so folgt wegen 3) 

OaOSDC 8183 936 ^^ , 3. 

nun folgt aber aus den beiden Beziehungen 2) und 4) 

DOg Dbo Dco 
«ao'^93bo"^6co""' 
Doo , Doo , Doo ^ 
aoo ■*■ 93bo "^ 6co " 

durch Abziehen 



oder 



ebenso 
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^ + ^ = 0, 

Co^o <^obo 
woraus durch Addition folgt 

'Iciobo CloCo)^ MboCo^bo% ICotto Cobo' 

also nach 5) 

woraus folgt 

mithin wird die vorige Beziehung 

bo Co Cotto ttobo 
Die Beziehung 10) laBt sich aber wegen der Gleichheit 

DSt.Dao-DS.Dbo-Oe.Dco-D^.Dm 

auch so schreiben 

12) or + Das- + 0©^ = 6.0^. Dm, 

woraus folgt, daB die Involution, deren Punktepaare 

Sloo, 95bo, ©Co 

sind, eine hyperbolische ist, weil ihre Potenz als die 
Summe dreier Quadrate einen positiven Wert hat. Dies 
laBt sich auch in folgender Weise direkt zeigen: 
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Aus der Gleichheit der Doppelverhaltnisse 

(Sl«ao(S)-.(5l(S^„S8) = ||, 
folgt dorch Multiplikation 

(SlS5aob„)=-— ^j^^, 

grSB« J. Kw gas 



also 



also 



(ao,sBbo) = i 



®(S« 4- (S3l» + USB* 



SISB* 

also positir, mithia die InTolution eine hyperbolische. 

Wir bemerken noch die aus dem Werte dieses Doppel- 
verhaltnisses hervorgehende Bezieliuiig 

(flOoboiB) + (SBboCo®) + (SCoOoSl) - 2, 

Eehren wir aber zu der Beziehung 12) zuriick, so folgt) 
weil nach 7) D?l + DS + DS = ist 

13) Da3.D© + Oe.DSl + DSl.D»-=-3.D5p.Dm. 

Die linke Seite laQt sich auch so schreiben 

also ist 

. |D«.<paj + DS8.«p6 + De.^lt -=-3.D^.Djn, 
^ lDSC.^(£ + Da5.5pa + D©.^» = -3.D5|j.jDin, 

welche Beziehvingen in die Gestalt tlbergefilhrt warden konnea 

woraus eudlich auch durch Addition nach 8) hervorgeht 
16) 5pSl.ma + spa5.tnS8 + ^6.ittS = 9.D^.Ditt. 
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Indem wir weitere metriscbe Beziehungen^ die sich 
hieraus ableiten lassen, ubergehen; betrachten wir allein die 
Beziehungen 15), welche allein zwischen den Punkten 

SI, SB, 6, ?P und m 

obwalten, da es uns vornehmlich darauf ankam, die Ab- 
hangigkeit des Punktes in von den gegebenen Punkten 
21, 95, S, 5P zu ermitteln. Schreiben wir die Beziehungen 
15) in der Gestalt: 

Tn« , Tn93 , mK ^ 

+ entr aica "T en or cn/r ~ ^ 



?P21.$PS3 ■*" ^e. 5(583 ■•" $21.5P6 ^^' 
so ergiebt sich die symmetrischere Gestalt 
J_ , J_ , J^_q. f 1 , 1 , 1 I 

und da nach dem Priiheren (S. 216) 



war, so folgt jetzt 

Nan ist aber, wie wir oben (S. 217) gesehen baben, 

1 1 

folglicb baben wir die beiden Beziebungen 
1 . f 1 . 1 



» l5B95.«B6'''586.aJSl'^5B3l.aja3r 



wo Cl und Oi die beiden Schnittpunkte des durcb ^ ge- 
zogenen Strables mit der koniscben Polare ^^^) bedeuten. 
Hierdurcb sind die Funkte O, O^ vermittelst einer quadrati- 
scben Gleicbung bestimmt, und indem wir einen verander- 
licben Strabl am den festen Pankt ip dreben, erhalten wir 
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samtliche Punkteder konischen Polare ^^^\ Die symmetrische 
Form der Ausdriicke rechts vom Gleichheitszeichen zeigt 
unS; daB die Eoeffizienten der quadratischen Gleichung auch 
bekannt sind^ sobald nicht alle drei Schnittpunkte SI, S3; 6 
reell, sondern nur einer reell und die beiden andern kon- 
jugiert-imaginar sind. 



§ 27. Zusammenhang der Hesseschen Kurye H^^^ und 
der Cayleysehen Z<'> mit der gegebenen C^^\ 

1. Wir haben in § 23, 4., 6. gesehen, da6 in dem Netz 
von Eegelschnitten ^^^\ welches die konischen Polaren zu 
samtlichen Punkten der Ebene riicksichtlich einer C^^^ bil- 
den, unendlich viele vorkommen, die in Linienpaare aus- 
arten, daB die Doppelpunkte dieser Linienpaare eine neue 
Kurve dritter Ordnung H^^\ die Hesse sche der gegebenen 
C^^\ erfuUen und daB ein Punkt D, dessen konische Polare 
in ein Linienpaar mit dem Doppelpunkte q zerfallt, mit q 
zusammen ein Paar konjugierter Punkte D und q, fdr die 
H^^^ bildet. Wir wissen ferner aus § 6, daB fiir eine Kurve 
dritter Ordnung H^^^ die Verbindungslinien | Dq | zweier 
konjugierten Punkte eine Kurve dritter Klasse K^^^ umhiillen, 
welche die zu H^^^ zugehorige Cayleysche Kurve heiBt; auch 
ist der Zusammenhang von H^^^ und K^^^ oben angegeben 
worden; wir woUen nunmehr den Zusammenhang dieser 
beiden Kurven mit der gegebenen C^^\ von der sie abhangen, 
untersuchen. 

Auf der Hesseschen Kurve H^^^ giebt es unendlich 
viele Paare von konjugierten Punkten Dq, welche die- 
Eigenschaft besitzen, daB jeder Punkt der Kurve Strahlen- 
paare nach ihnen sendet, die eine ihm zugehorige Strahlen- 
involution bilden. Die Doppelstrahlen derselben umhullen 
die K^^^ und sind solche Verbindungslinien i Dq | je eines 
Paares konjugierter Punkte der H^^\ In der zu q gehorigen 
Strahleninvolution entspricht dem Strahle | qD | die Tangente 
in q an der H^^' und diese beiden Strahlen durch q tren- 
nen die Doppelstrahlen harmonisch. Diese Doppelstrahlen 
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bilden aber auch, wie wir wissen (§ 6), einen ausgearteten 
Kegelschnitt des Netzes, und zwar denjenigen, welcher die 
konische Polare von O ist. 

Die Tangente in q an H^^^ wird von | qD | durch die 
Doppelstrahlen der Involution harmonisch getrennt, ist also 
die Polare von O in Bezug auf das von den Doppelstrahlen 
gebildete Linienpaar; sie ist mithin die gerade Polare von D 
r^cksichtlich der C^^\ und wir schlieBen den Satz: 

Die geraden Polaren solcher Punkte O, welche 
die H^^^ erfiillen, r^cksicbtlich der C^^) sind Tangen- 
ten der H^^\ und zwar in dem jedesmaligen konju- 
gierten Punkte q zu D, d. h. in dem Doppelpunkte 
des Linienpaares, in welches d^^^ ausartet. Bewegt 
sich also O auf der H^^\ so umhuUt seine gerade Polare q 
riicksichtlich der C^^^ dieselbe Hesse sche Korve H^^^ und 
beriihrt in dem jedesmaligen konjugierten Punkte q zu D. 

2. Wir haben in § 23, 3. gesehen, da6 wenn eine Ge- 
rade g der H^^^ in den drei Punkten D^, O,^} ^s begegnet, 
deren konische Polaren in Linienpaare ausarten mit den 
Doppelpunkten qi, q2> Qs; die letzteren paarweise mit je einem 
der ersteren auf den drei Geraden 

IClxqgqsl, lO^qgqil, \^qi(\2\ 
liegen, also die drei Paare konjugierter Punkte Diqi, Db^s; 
£i^C{Q die sechs Ecken eines der H^^^ einbeschriebenen voU- 
standigen Vierseits bilden. Aus § 24, 2. wissen wir, dafi die 
geraden Polaren q^y q^y q^ der Punkte D^, Dg, O3 die Polo- 
konik gr^^> der Geraden g beriihren und zwar bez. in den- 
jenigen drei Punkten qj, q^, qg, welche den Punkten D^, 
D2; ^J konjugiert sind riicksichtlich der ff^'^; da nun nach 
dem vorigen Satze (1.) diese Tangenten q,, q^, q^ auch die 
lf^*> beriihren in denselben Punkten q,, qg, qg, so folgt 
der Satz: 

Die Polokonik g^^^ einer Geraden g riicksicht- 
lich der C^'> beriihrt die Hessesche Kurve H^^^ in 
denjenigen drei Punkten q^, qg, qg, welche konjugiert 
sind riicksichtlich derselben den drei Schnitt- 
punkten der Geraden g mit der C^*\ 

SohrOter, Theorie der ebenen Karre^i 8. Ordn. 16 
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Die Polokoniken aller Geraden g in der Ebene sind 
also immer solche Eegelschnitte^ welche die J?^*^ im allge- 
meinen in drei Punkten berlihren und zwar in drei Punkten 
eines Tripels, wenn die H^^^ als Tripelkurve aufgefaBt 
wird (§ 8). 

Diejenigen Eigenschafteji^ welche wir friiher fur Tripel- 
punkte einer C^^) gefunden liaben, gelten also jetzt fiir die 
Beriilirungspunkte einer Polokonik mit der H^^^. 

3. Fallen insbesondere von den drei Schnittpunkten D^, 
^2/^3 ©iii^r Geraden g mit der H^^^ zwei zusammen, 0^= Dg, 
so wird die Polokonik g^^^ eine vierpunktige BertLhrung mit 
ifW haben in demjenigen Punkte (Ji = ^2? welcher dem Punkte 
O^^Dg konjugiert ist. 

Die Polokoniken von alien Tangenten der H^^^ haben 
also eine vierpunktige BertQirung mit dieser Kurve. 

Fallen alle drei Schnittpunkte D^ -= D2 =* O3 zusammen, 
d. h. ist g eine Wendetangente der fi<'>, so wird die Polo- 
konik p(*> riicksiclitlicli der C^^^ eine sechspnnktige Beriihrnng 
mit der H^^^ haben nnd zwar in demjenigen Punkte der- 
selben, welcher dem Wendepunkte konjugiert ist. 

Aus dem in § 24, 6. bewiesenen Satze, da6 fOr jede 
der beiden Geraden Z, Z^, in welche die konische Polare eines 
Punktes D zerfallt, auch die Polokoniken l^^^ und Z^^^ in 
zwei Linienpaare zerfallen miissen mit dem gemeinsamen 
Doppelpunkte Q, ergiebt sich jetzt, weil alle Polokoniken 
die -ff'^^ bertthren, der Satz: 

Das Tangentenquadrupel aus einem Punkte D 
der -H^^^ an dieselbe besteht aus den beiden Linien- 
paaren, in welche die Polokoniken derjenigen beiden 
Geraden ausarten, aus denen die in ein Linienpaar 
ausartende konische Polare des Punktes O besteht. 

Wir konnen dies Resultat auch so aussprechen: 

Von samtlichen Tangenten der Cayleyschen Kurve 
K^^^ sind die Polokoniken riicksichtlich der C^^ Eegelschnitte, 
welche in Linienpaare ausarten und die Hessesche E^urve 
jHt'> beruhren. Fiir zwei konjugierte Tangenten der K^^^ 
(d. h. zwei solche, deren BerUhrungssehne wieder eine Tan- 
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gente der K^^^ ist) haben die beiden in Linienpaare aus- 
artenden Polokoniken denselben Doppelpunkt, der auf H^^^ 
liegt und diese vier Strahlen als Tangenten an die H^^^ 
sendet. 

4. Zu jeder Geraden g^ welche im allgemeinen der C^^^ 
in drei Punkten 31, 95, © begegnet, gehort allemal eine 
zweite sie begleitende Gerade g'y auf wdcher die drei 
Tangentialpunkte SI', S3', S' liegen, in denen die Tangenten 
an ?l, 93, 6 der C^^> zum dritten Male begegnen (§ 8, 4.), 
ebenso wie zu jeder konischen Polare, welche der C<^^ in 
sechs Punkten begegnet, der sie begleitende Kegelschnitt 
gehort, auf dem die sechs Tangentialpunkte von jenen liegen. 

Wir haben nun in § 25 gesehen, da6 wenn eine ko- 
nische Polare zerfallt, auch der begleitende Kegelschnitt in 
ein Linienpaar mit demselben Doppelpunkt ausartet, konnen 
also jetzt sagen: 

Die beiden Geraden, in welche eine konische 
Polare ausartet, haben zwei begleitende Gerade, 
deren Schnittpunkt auf der H^^^ liegt und der- 
jenige Punkt ist, in welchem die ersteren beiden 
sich schneiden. 

Nennen wir den Punkt, in welchem eine Gerade g von 
der sie begleitenden Geraden g^ getroffen wird, den be- 
gleitenden Punkt der Geraden ^, so konnen wir auch 
sagen: 

Die beiden Geraden, in welche die konische Po- 
lare eines Punktes D der H^^^ ausartet, haben beide 
ihren begleitenden Punkt auf der H^^^ in demjenigen 
Punkte q, welcher dem Punkte D konjugiert ist, 
dessen konische Polare in das Linienpaar ausartet. 

Da jede der beiden Geraden eines Linienpaares, in 
welches eine konische Polare ausartet, Tangente der Oay- 
leyschen Kurve JT^*^ ist, so k5nnen wir das vorige Besultat 
auch so aussprechen: 

Jede Tangente der Cayleyschen Kurve K^^"^ hat 
ihren begleitenden Punkt auf der Hesseschen Kurve 
H^^^, und dieser ist der dritte Schnittpunkt der Tan- 

15* 
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gente der Cayleyschen Kurve K^^\ welche zwei kon- 
jugierte Punkte der H^^^ verbindet. 

Uinhiillt also eine Gerade die Cayleysche Kurve K^^\ 
so beschreibt der sie begleitende Punkt die Hessesche 
Kurve W^^y oder was dasselbe sagt, die Hessesche Kurve 
H^^^ ist der Ort der begleitenden Punkte fiir alle Tangenten 
der Cayleyschen Kurve K^^K 

Hiernach kann zu einer Tangente der K^^^ die sie be- 
gleitende Gerade immer reell konstruiert werden^ auch wenn 
die Schnittpunkte derselben mit der C^^^ nicht immer alle 
drei reell sind. Denn die Tangente t der K^^^ verbindet 
zwei konjugierte Punkte der E^^^ und hat einen immer 
reellen Schnittpunkt q mit derselben; sie hat femer mit der 
C^^^ mindestens einen reellen Schnittpunkt $1^ dessen Tan- 
gentialpunkt W sei; dann ist | q?l'| — t' die begleitende Ge- 
rade zu t 

5. Wahrend zu einer gegebenen C'^^ nur eine einzige 
bestimmte H^^^ zugehort, namlich der Ort solcher Punkte, 
deren konische Polaren in Linienpaare ausarten und zu- 
gleich der Ort der Doppelpunkte dieser Linienpaare, findet 
das Umgekehrte nicht statt. Nehmen wir eine JS^^^ als ge- 
gebene Kurve dritter Ordnung an, so giebt es nicht bloss 
eine, sondem im allgemeinen drei verschiedene Fundamen- 
talkurven C^% fQr welche die gegebene fi<^> die Hessesche 
Kurve ist. Denn die gegebene H^^^ hat im allgemeinen nicht 
bloss ein, sondem drei verschiedene Systeme von Paaren 
konjugierter Punkte (§ 15). Da ein beliebiger Punkt 81 der 
if <») im allgemeinen vier Tangenten an die Kurve sendet, 
deren Beriihrungspunkte Q^, Qj, Qs, a^ seien, die ein voU- 
standiges Viereck mit den drei auf der C^^^ liegenden Dia- 
gonalpunkten. 

bilden, so erhalten wir die drei Systeme, in denen Paare 
konjugierter Punkte sind 

I. a^o,, a,a,, KSl', Sl"8l'", 

II. a,a,, a,a„ ««", «'"«l', 

III. a,a,, o^a,, ««'", «'«". 
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Durch ein Paar konjugierter Puukte ist das ganze 
System derselben voUstandig und eindeutig bestimoit. Jeder 
Punkt der Kurve sendet nach den Paaren konjugierter Punkte 
Strahlenpaare einer Involution. Die Doppelstrahlen derselben 
bilden einen ausgearteten Kegelschnitt^ welcher, wenn die 
Kurve die Hessesche H^^^ fiir eine noch unbekannte Fun- 
damentalkurve C^^^ sein soil, die konische Polare desjenigen 
Punktes rUcksichtlich der C^^^ sein muB, der dem Schnitt- 
punkt des Linienpaares auf der H^^^ konjugiert ist (1.). 

Wir konnen also dem Punkte % entweder das Linien- 
paar | aiOgl, I (13(141 mit dem Doppelpunkte 31' als konische 
Polare rticksichtlich der zu suchenden Pundamentalkurve 
C^*^ entsprechen lassen (System I), oder das Linienpaar 
I Ujagj, I a2a4| mit dem Doppelpunkt ?l" (System II), oder 
endlich das Linienpaar |aia4|, IcigCial mit dem Doppelpunkt 
SI'" (System III). 

Nehmen wir jetzt einen zweiten Punkt 93 der H^^^ und 
machen dieselbe Operation, so ist in jedem der drei 
Systeme sein konjugierter Punkt 93' (oder 93" oder 95'") 
eindeutig bestimmt und ebenso auch seine konische Polare 
rticksichtlich der zu suchenden Pundamentalkurve (§§ 13 u.l4). 
Wir erhalten also den drei Systemen I, II, III entsprechend drei 
bestimmte Netze von konischen Polaren. Zu jedem derselben 
konnen wir nunmehr nach § 24, 4. die Pundamentalkurve C^^^ 
herstellen, fiir welche das Netz das der konischen Polaren 
ist. Wir schlieBen also das Resultat: 

Zu einer gegebenen Kurve dritter Ordnung, als 
Hessesche Kurve H^^^ aufgefaBt, giebt es im allge- 
meinen drei Fundamentalkurven C^^\ fiir welche die 
gegebene die zugehorige Hessesche ist. 

§ 28. Die Wendepankte der C^\ 

1. Wir sind bereits von zwei verschiedenen Seiten zu 
den Wendepunkten der C^^^ gelangt; einmal sahen wir in 
§ 7, da6 die beiden Kurven 6<8> und t^»> (letztere umhiillt 
von den Doppelstrahlen aller den Punkten der C^'^ zuge- 
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horigen Strahleninvolutionen) sich in neun Punkten beriiliren 
und die zu diesen Beruliriingspunkten konjugierten Punkte 
die Wendepunkte der C^^ sind; zweitens sahen wir in § 23, 6., 
daB eine C''^ und ihre Hessesche Kurve H^^^ sich in den 
Wendepunkten schneiden. Wir woUen nun den Zusammen- 
hang der neun Wendepunkte unter einander aufsuchen 
und dadurch zugleich die Frage nach der Realitat derselben 
beantworten. 

Nennen wir einen gemeinscbaftlichen Punkt der beiden 
Kurven G^^^ und S^*> den Punkt X, dann ist sein konju- 
gierter Punkt X^ « SB ein Wendepunkt der C<3> (§ 7). Sei 
femer X' und SS' ein zweites derartiges Paar konjugierter 
Punkte der C^'*^, so folgt aus ihnen allemal ein drittes, wie 
wir wissen, namlich 

und 

Da aber 3B gleichzeitig der Tangentialpunkt von % ist 
(§ 7), d. h. die Tangente in % der C^'^^ in dem dritten Punkt 
SB begegnet, ebenso die Tangente in %' der C^^^ in SB' be- 
gegnet, so muQ auch die Tangente in dem dritten Schnitt- 
punkte von \%%^\ mit der C^^\ d. h. in SB" der CC^) in 
demjenigen Pankte begegnen, in welchem |SBSB'| sie zum 
dritten Mai schneidet, d. h. in SB" selbst, also ist SB" ein 
dritter Wendepunkt der C^^\ weil seine Tangente drei zu- 
sammenfallende Punkte mit derselben gemein hat. 

Da ferner die Tangente in X der C^^^ in SB begegnet, 
die Tangente in SB' der C<^> wieder in SB' begegnet, so mu6 
die Tangente in 2^" der C(^> in dem dritten Schnittpunkte 
von I SBSB' I mit der C^, d. h. in dem Punkte SB" begegnen; 
also ist SB" der Tangentialpunkt zu X" und zugleich der 
konjugierte Punkt, mithin X" einer der gemeinscbaftlichen 
Punkte von C^*) und ^^^\ in dem sich diese beiden Kurven 
berubren; mithin gilt der doppelte Satz: 

Die Verbindungslinie zweier verschiedenen 
Wendepunkte einer C^^^ trifft dieselbe allemal in 
einem dritten Wendepunkte derselben. Die Ver- 
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bindungslinie zweier yerschiedenen gemeinsamen 
Punkte der C^^^ und ft<3) t^jfft die C<^^ allemal in 
einem Wendepunkte derselben. 

Wir konnen hiemach sowohl aus zwei Wendepunkten 
der C^^> allemal einen dritten ableiten^ als auch aus zwei 
gemeinschaftlichen (Beriihrungs-) Punkten der C^^^ und ^^'^ 
einen Wendepunkt derselben finden^ oder auch als konju- 
gierten Punkt zu letzterem einen dritten Bertihrungspunkt 
der Kurven C^^^ und S(*> ermitteln. 

2. Da die Wendepunkte der C^^^ nach dem vorigen Satze 
immer zu je dreien auf einer Geraden liegen, so konnen 
durch einen Wendepunkt nicht mehr als vier solcher Ge- 
raden gehen, deren jede auBer dem ersten noch zwei weitere 
Wendepunkte der C^^^ enthalt; denn es giebt nur neun Wende- 
punkte^ also auQer dem zuerst angenommenen nur noch acht. 

Hiemach scheint es 9 . 4 — 36 solcher Geraden zu geben^ 
die je drei Wendepunkte enthalten; da aber jede Gerade 
hierbei dreimal auftreten muB^ namlich bei jedem der drei 
Wendepunkte, welche sie enthalt, einmal, so reduziert sich 
die vorige Anzahl auf zwolf, also: 

Die neun Wendepunkte einer C^^^ liegen zu je 
dreien auf zwolf Geraden (Wendepunktslinien), in- 
dem durch jeden Wendepunkt vier Wendepunkts- 
linien gehen. 

Gehen wir von einer Wendepunktslinie aus, auf welcher 
die drei Wendepunkte 

liegen mogen, so gehen durch 993 J noch drei iibrige Wende- 
punktslinien, deren jede zwei weitere Wendepunkte enthalt; 
ebenso durch SBf und durch S93'^; wir haben also schon zehn 
Wendepunktslinien und es bleiben also nur noch zwei Ubrig, 
die durch keinen der drei Wendepunkte 9SJ, S33J, S33J gehen 
konnen; sei eine derselben diejenige, welche drei Wende- 
punkte 

enthalt, dann haben wir jetzt elf Wendepunktslinien, namlich 
die beiden 
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und die neun Verbindungslinien je eines der drei ersten mit 

einem der drei letzten Punkte; es bleibt daher nur nocb 

eine einzige, zwolfte Wendepunktslinie tibrig, die durcb keinen 

der frtiheren secbs WendepuDkte gehen kann, folglich die 

drei letzten Wendepunkte 

ggji 9332 ags 
entbalten mu6. ^3; ^s; ^3 

Ein solcbes Dreiseit, welcbes von den drei Geraden 
ISBjaBjasn, |28J2B|2B»|, |aBJ2B^2B»| 
gebildet wird, woUen wir ein Wendepunktsdreiseit nennen 
von der Beschaffenheit, dafi jede Seite desselben drei ver- 
schiedene Wendepunkte enthalt, also samtliche Wendepunkte 
erschopft werden und zu je dreien in den Seiten des Drei- 
seits liegen. 

Aus diesem Wendepunktsdreiseit erbalten wir nun die 
neun noch fehlenden Wendepunktslinien auf folgende Art: 

Die Verbindungslinie | SB J SB J | mu6 nocb einen dritten 
Wendepunkt entbalten, der auf der dritten Seite des Wende- 
punktsdreiseits liegen muB; wir konnen ibn SB 3 nennen; 
ebenso wird die Verbindungslinie ISBJSBgl einen dritten 
Wendepunkt entbalten, den wir SB3 nennen und von dem 
vorigen SBJ verscbieden annebmen diirfen; endlicb wird 
I SB 1 SB 2 I nocb einen dritten Wendepunkt entbalten, den 
wir SB 3 nennen konnen; jetzt sind aber alle Wendepunkte 
erscbbpft; zieben wir also ISBJSB^I, so kann die Verbin- 
dungslinie als dritten Wendepunkt weder SB J nocb SBg ent- 
balten, weil sonst vier Wendepunkte auf einer Geraden 
liegen wiirden, was widersinnig ist; es muB also | SB J SB* I 
den dritten Wendepunkt SBg entbalten; ebenso muB 
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enthalteu. Wir erhalten hiemacli folgende zwolf Wende- 
punktslinien, welche wir gleichzeitig als vier Wendepunkts- 
dreiseite ordnen 
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d. k: 

Die neun Wendepunkte einer C^^^ liegen zu je 
dreien auf zwolf Geraden, von denen immer vier 
durch jeden der neun Wendepunkte gehen. Diese 
zwolf Wendepunktslinien lassen srch auf vier Arten 
zu je dreien so ordnen, daB diese ein Wendepunkts- 
dreiseit bilden, dessen drei Seiten je drei, also 
samtliche neun Wendepunkte enthalten. Es giebt 
also vier Wendepunktsdreiseite. Diese merkwiirdige Kon- 
figuration von Punkten und Geraden in der Ebene ist leider 
nicht voUstandig reell, wie wir sogleich sehen werden. 

3, Nennen wir die drei Seiten eines Wendepunkts- 
dreiseits 



'1? 






^ s, 



2? 



'S) 



und die Ecken desselben 

(^2^3) "^ "^28? (^3^1) *^ "^30 (^1^2) *^ "^12; 

so befinden sich auf jeder Seite fiinf Punkte, namlicli die 
beiden Ecken des Wendepunktsdreiseits und die drei Wende- 
punkte, welche diese Seite enthalt. 

Projizieren wir diese fiinf Punkte der Seite s^ 

w„ 2B|, mi, ^„ «„ 

von den drei Wendepunkten 

der Seite s^ aus auf die Seite S3, so erhalten wir auf der- 
selben drei projektive Punktreihen desselben Tragers, die 
so lauten 
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7^ (SB* as* SB J 31,1 a,,) 

die sich auch so schreiben lassen 

A(aB»2BJ2B«Sl,iSl3,). 
Wir erkennen hieraus die cyklischen Projektivitaten 

(SSJ2B^aB») A (2B»aB^aSD A (2B«2B>281), 

deren Doppelpunkte SI31 und SI32 sind; also bilden diese 
fiinf Punkte auf der Geraden 53 ein aquianharmonisches 
System, wie wir in § 21, 3. gesehen haben, und von dem 
wir wissen, daB wenn die drei bestimmenden Punkte SB 3, 
SB 3, SB* reell sind, die beiden Doppelpunkte SI31, Slgg kon- 
jugiert-imaginar sein miissen; dagegen wenn von den drei 
Punkten SB J, SB 3, SB| nur einer reel! und die beiden andem 
konjugiert-imaginar sind, die beiden Doppelpunkte Stji, Slgj 
reell sein miissen. Wir haben also das Ergebnis: 

Auf jeder der drei Seiten eines Wendepunkts- 
dreiseits bilden die drei in ihr liegenden Wende- 
punkte und die beiden Ecken des Dreiseits ein 
aquianharmonisches System von fiinf Punkten. Oder: 

Bildet man aus den drei auf einer Wendepunkts- 
Hnie liegenden Wendepunkten eine cyklische Pro- 
jektivitat, so sind die Doppelpunkte derselben die 
Schnittpunkte der beiden Ubrigen Wendepunkts- 
linien, welche mit der ersteren ein Wendepunkts- 
dreiseit bilden. 

3. Aus der Natur eines aquianharmonischen Systems, 
welche wir in § 21, 8. naher studiert haben, geht hervor, 
daB mehr als drei Wendepunkte nicht reell sein konnen 
und diese auf einer Geraden liegen miissen; denn waren drei 
Wendepunkte reell, die nicht auf einer Geraden lagen, so 
wiirden die drei Verbindungslinien je zweier drei neue reelle 
Wendepunkte lief em, und diese mit den ersteren in der 
einzig noch moglichen Weise verbunden, die drei letzten 



§ 28. Die Wendepunkte der C^'\ 



235 



Wendepunkte; es miiBten also samtliche neun Wendepunkte 
reell sein, mithin auch samtliche yier Wendepunktsdreiseite 
und deren Ecken; dann hatten wir aber aquiauharmonisclie 
Systeme von ftinf reellen Elementen, was unmoglich ist, 
also ist unsere Annahme unzutreffend^ und es konnen 
liochstens drei auf einer Geraden liegende Wende- 
punkte reell sein. 

Aus ahnlichen Griinden kann auch hochstens nur ein 
Wendepunktsdreiseit voUstandig reell sein. Denn waren zwei 
Wendepunktsdreiseite vollstandig reell, so waren auch ihre 
sechs Ecken reell; die drei Punkte, in welchen eine Seite 
des zweiten den drei Seiten des ersten begegnet, sind aber 
drei Wendepunkte; also hatten wir auf derselben fiinf reelle 
Elemente eines aquianharmonischen Systems, was wider- 
sinnig ist; also es kann hochstens ein Wendepunkts- 
dreiseit vollstandig reell sein; dann enthalt jede 
Seite desselben nur einen reellen und zwei kon- 
jugiert-imaginare Wendepunkte, und die drei reellen 
Wendepunkte liegen auf einer Geraden; es kann also 
hochstens nur vier reelle Wendepunktslinien geben, 
von denen drei das reelle Wendepunktsdreiseit bilden. 

4. Da6 nun diese einzig moglichen Falle wirklich ein- 
treten, woUen wir unter der Voraussetzung, daB mindestens 
ein Wendepunkt der C^*^ immer reell sein muB, nachweisen. 
Die Existenz mindestens eines reellen Wendepunktes wird 
nachtraglich erwiesen werden. 

Gruppieren wir, wie in 2. die neun Wendepunkte auf den 
zwolf Wendepunktslinien, die wir jetzt besonders bezeichnen 
woUen, um ihre Realitat zu erkennen, in folgender Weise 
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^\-(s,t,u,v,), mi^{s,t,u,v,), mi^{s,t,u,v,), 

und hierdurch ist die ganze Eoufiguration gegeben. Nehmen 
wir nun an^ daB wenigstens einer der neon Wendepunkte 
reell sei, namlich ^^ 

dann gehen von ihm aus nach den Punkten 

die drei Strahlen 

welche in cyklisch-projektive Beziehiing gesetzt zwei Doppel- 
strahlen liefern, von denen der eine s^ sein muB und der 
andere den Schnittpunkt [s^s^ mit dem Punkte SB} ver- 
bindet; diese woUen wir zur Abkiirzang 

s; = !28}(v3)l 

nennen. Die funf Strahlen 

hj ^i) ^1; ^1; ^1 

eines aquianharmoniscben Strahlensystems miissen yon der 
Bescbaffenheit sein, daB entweder t^ , u^ , v^ reell, 5^ , s[ konjugiert- 
imaginar sind, oder s^, s[ reell und von ^1, Wi, v^ nur einer reell 
und die beiden andem konjugiert-imaginar sind. Die erstere 
Annabme ist, wie wir jetzt sehen werden, unzulassig; denn 
waren ^1,^1,^1 alle drei reelle Strahlen, so konnte doch nur 
einer derselben drei reelle Wendepunkte enthalten, die beiden 
andern mttBten auBer dem reellen Wendepunkt SBJ je zwei 
konjugiert-imaginare Wendepunkte enthalten; seien diese 

^i-\^l^l\ ^d i;i«|aB^aB||. 
Die vier imaginaren Punkte SB J, SB^ und SB*, SB^ 
liegen also auf einem reellen Linienpaar und bilden ein 
imaginares vollstandiges Viereck, von dem bekanntlich die 
drei Diagonalpunkte reell sein miissen und von dem ein 
Seitenpaar reell ist, die beiden andem konjugiert-imaginar 
sind; die reellen Diagonalpunkte konnen in bekannter Weise 
konstruiert werden, sie sind nun 
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(SBiasi, aB«2B»)"(<«<s); 

der Punkt (s^s^) muBte also reell sein, folglich auch der 
Strahl s[j mithin auch der andere Doppelstrahl s^ der 
cyklisch-projektiven Btischel, also alle fiinf Elemente des 
aquianharmonisclieii Systems muBten reell sein, was wider- 
sinnig ist. 

In gleicher Weise wiirden wir auf einen Widerspruch 
kommen, wenn wir annehmen, da6 t^ und v^ oder t^ und m^ 
zwei reelle Strahlen waren, welche je zwei konjugiert- 
imaginare Wendepunkte enthalten; es ist also die Annahme, 
daB alle drei Strahlen t^, w,, v^ gleichzeitig reell sind, un- 
zulassig und es bleibt nur die Moglichkeit iibrig, daB einer 
derselben reell, die beiden andem konjugiert-imaginar sind. 
Dann mtissen die beiden Doppelstrahlen s^ , s[ reell sein. 
Da dies fiir den reellen Wendepunkt SB{ nachgewiesene 
Resultat fiir jeden reellen Wendepunkt gelten muB, so konnen 
wir den Satz aussprechen: 

Durch einen reellen Wendepunkt der C^^^ gehen 
immer vier Wendepunktslinien, von denen zwei reell 
und die beiden andem konjugiert-imaginar sein 
miissen. 

5. Wir schlieBen weiter, indem wir von den drei Strahlen 
tifU^, Vj, den ersten t^ als den reellen und die beiden andem 
u^f v^ als die konjugiert-imaginaren annehmen, und betrachten 
das von den vier imaginaren Wendepunkten auf u^jV^ 

mi, SB», mi, 28| 

gebildete voUstandige Viereck, welches durch ein imaginares 
Linienpaar verbunden wird; dasselbe hat drei reelle Diagonal- 

in dem ersten kreuzt sich ein imaginares Seitenpaar dieses 
vollstandigen Vierecks, folglich muB sich in dem zweiten 
auch ein imaginares und in dem dritten ein reelles Seiten- 
paar kreuzen, denn das dritte Seitenpaar ist immer eine 
Folge der beiden ersten, und sind diese beiden konjugiert- 
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imaginar (vertreten durch zwei elliptische Strahleninyolutionen), 
so muB das dritte Seitenpaar reell sein, als Doppelstrahlen 
einer in bekannter Weise zu konstruierenden hyperbolischen 
Strahleninvolution. 

Es muB also von den beiden Strahlenpaaren 

^2 und Sg, ^2 ^^^ h 
das eine reell^ das andere konjugiert- imaginar sein; nenneu 
wir das reelle s^ und 53, dann muB aucb auf s^ der dritte 
Wendepunkt SB 2 ^^d auf s^ der dritte Wendepunkt SB J reell 
sein und wir haben die reelle Wendepunktslinie 

also die vier reellen Wendepunktslinien 

^1? ^2; ^8? ^1 
von denen 5^, s^y s^ ein reelles Wendepunktsdreiseit bilden. 
Von den neun Wendepunkten sind also nur die drei 

28}, asj, w, 

reell, welche auf der Wendepunktslinie ^ liegeu, die ilbrigen 
sechs milssen paarweise konjugiert- imaginar sein, namlich 

SBjaBJ auf Sj, 

Von den zwolf Wendepunktslinien sind die vier 

^1? ^2? ^3; *\ 
reell; die librigen mtissen aucb paarweise konjugiert -imaginar 
sein, namlich t^ und ^3 haben nur den einen reellen Schnitt- 

p"^kt (^^,^) 

und es ist 

die elliptischen Strahleninvolutionen, deren imaginare Doppel- 
strahlen ^'i^j, ^2^2? **8^3 sind, lassen sich aber reell kon- 
struieren. 

Wir haben demgemafi unter der Voraussetzung, da6 immer 
mindestens einer (SB{) der neun Wendepunkte einer C^ 
reell sei, was spater (§ 30) nachgewiesen werden soil, fol- 
gende Lage der Wendepunkte ermittelt: 
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Von den neun Wendepunkten sind drei reell 
and liegen auf einer Geraden (Wendepiinktslinie)^ 
die iibrigen sechs sind paarweisc konjugiert-ima- 
ginar und liegen auf drei reellen Geraden, deren 
jede dnrch einen der drei reellen Wendepunkte 
geht und auBer diesem zwei weitere konjugiert- 
imaginare Wendepunkte enthalt. Diese drei reellen 
Wendepunktslinien bilden das einzige reelle Wende- 
punktsdreiseit; es giebt also, indem wir zu ihnen 
die erste Wendepunktslinie hinzufiigen, nur vier 
reelle Wendepunktslinien, die Hbrigen acht sind 
paarweise konjugiert-imaginar, namlich durch jeden 
der drei reellen Wendepunkte gehen auBer den 
beiden reellen Wendepunktslinien noch je zwei 
konjugiert-imaginare Wendepunktslinien, was zu- 
sammen secbs macht. Das letzte Paar zweier kon- 
jugiert - imaginarer Wendepunktslinien hat zum 
reellen Doppelpunkt denjenigen gegeniiberliegenden 
Eckpunkt eines Wendepunktsdreiseits, von welchem 
nur eine Seite reell ist, auf der die drei reellen 
Wendepunkte liegen, und die beiden andern Seiten 
k'onjugiert-imaginar sind. 

DaB von den neun Wendepunkten einer C^^^ mindestens 
einer reell sein muB, folgt scbon daraus, daB ibre Anzabl 
eine ungerade ist und sie die Durchschnittspunkte der beiden 
reellen Kurven C^^^ und H^^^ sind; docb wird der strengere 
Nachweis spater (§ 30) geliefert werden.* 



* Die hier gegebene Ableitung der gegenseitigen Lage der neun 
Wendepunkte iat aus einer Bemerkung von A. Clebsch entsprungen 
in seiner AbhandluDg: ,,t^ber einen Satz von Steiner und einige 
Punkte der Theorie der Eurren dntter Ordnung^* (Borcbardts Journal 
f. Matb. Bd. 63 S. 120). Yergl. aucb die neuerdings erscbienene In- 
augural-Dissertation von A. Witting: „tJber eine der Hessescben 
Konfiguration der ebenen Eurve dritter Ordnung analoge Eonfiguration 
im Raume** (Dresden 1887). 
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§ 29. Beziehungen zwischen den Wendepunkten, den 
Wendetangenten nnd den harmonischen Polaren der 

Wendepnnkte. 

1. Wir haben in § 10, i. gesehen, daB die neun Durch- 
schnittspunkte zweier Kurven dritter Ordnung eine Gruppe 
von neun assoeiierten Punkten bilden, d. h. die Eigen- 
schaft besitzen, daB jede Kurve dritter Ordnung, welche 
durch acht derselben geht, auch durch den neunten (not- 
wendigen) Punkt hindurchgehen muB. Da nun die drei 
Seiten des einen reellen Wendepunktsdreiseits (§ 28, 5.) eine 
spezielle Kurve dritter Ordnung bilden, die durch die Wende- 
pnnkte der C^^^ hindurchgeht, so folgt: 

Die neun Wendepunkte der C^^^ bilden eine 
Crruppe von neun assoeiierten Punkten. (S. 198.) 

Wir haben ferner in § 23, 6. gesehen, daB fiir einen 
Wendepunkt SB einer C^*^ seine konische Polare in ein 
Linienpaar ausartet, dessen einer Teil die Tangente tfBi im 
Wendepunkt und dessen anderer Teil eine bestimmte Gerade 
w, die harmonische Polare des Wendepunkts ist, der Ort 
der vierten harmonischen Punkte auf alien durch 935 ge- 
zogenen Strahlen, welche von SB harmonisch getrennt werden 
durch jedes Paar von den beiden ubrigen Schnittpunkten 
des Strahles mit der C^^\ (Diese vierten harmonischen 
Punkte sind immer reell, sobald SB reell ist, auch wenn 
die beiden iibrigen Schnittpunkte des Strahles mit der C^^' 
konjugiert-imaginar sind.) Auch gilt das Umgekehrte: 
Wenh fiir einen Punkt SB der C^^^ die konische Polare in 
ein Linienpaar ausartet, so ist SB ein Wendepunkt, und das 
Linienpaar die Wendetangente t^i und die harmonische 
Polare w. 

Da nun in dem Bftschel von Kurven dritter OrdnuDg, 
dessen neun Grundpunkte die Wendepunkte der C^^^ sind, 
durch jeden Wendepunkt SB vier Wendepunktslinien gehen, 
welche in je zwei weiteren Wendepunkten der C^^^ begegnen, 
so liegen die zugeordneten vierten harmonischen Punkte auf 
der harmonischen Polare w. Fiir jede andere Kurve dritten 
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Grades, die dem Biischel angehort, bleibt also die harmonische 
Polare w ungeandert, folglich muB auch fUr diese der Punkt 
SB ein Wendepuntt sein, weil seine konische Polare in ein 
Linienpaar ausartet, also: 

Fiir jede Kurve dritter Ordnung des Biischels, 
dessen Grundpunkte die neun Wendepunkte einer 
C^*^ sind, sind diese Punkte gleichzeitig die Wende- 
punkte derselben. 

Unter den Kurven dieses BUschels, welches ein syzy- 
getisches genannt wird, kommen insbesondere vier Linien- 
tripel vor, die Seiten der vier Wendepunktsdreiseite, sowie 
auch die Hessesche Kurve i?^^> (§ 23, 6.). 

2. Die harmonische Polare w ernes Wendepunktes SB 
euthalt, wie wir wissen, die Beriihrungspunkte der drei 
ubrigen Tangenten (auGer der Wendetangente ^® selbst), 
welche sich von SB an die C^^^ legen lassen. Ziehen wir 
nun durch SB zwei beliebige Strahlen, welche in aaj und 
hhi der C<^^ noch begegnen mogen, dann wird die har- 
monische Polare w dadurch zu finden sein, daB wir die 
beiden Punkte 

(ab, a^hi) und (abj, a^h) 

ermitteln, deren Verbindungslinie bekanntlich durch die 
vierten harmonischen Punkte zu aa^ und bb^, dem SB zu- 
geordnet, gehen mu6, also die harmonische Polare w ist. 

Lassen wir aber dem Strahle | aa^ | den Strahl | bbj 
unendlich nahe rticken, so geht | ab | in die Tangente fiir a, 
\CiiW in die Tangente fur a^ an der C^^^ fiber, der Schnitt- 
punkt beider Tangenten liegt also auf der harmonischen 
Polare, und es gilt der Satz: 

Zieht man durch einen Wendepunkt SB der C^^^ 
einen veranderlichen Strahl und in den beiden 
ubrigen Schnittpunkten desselben mit der C^^^ die 
beiden Tangenten, so bewegt sich der Schnittpunkt 
derselben auf einer Geraden, der harmonischen 
Polare des Wendepunktes SB. 

Eticksichtlich eines Wendepunktes besitzt also die C^^^ 
dieselbe Eigenschaft, wie der Kegelschnitt riieksichtlich 

SohrOter, Theorie der ebenen Kurven S. Ordn. 16 
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jedes Punktes der Ebene und der ihm zugehorigen 
Polare. 

Zieht man insbesondere durch SB eine Wendepmrktslinie, 
welche also zwei weitere Wendepunkte der C^^^ enthalt, so 
miissen die Wendetangenten derselben sich auf der har- 
monischen Polare des ersten Wendepunkts schneiden, also: 

Der Schnittpunkt zweier Wendetangenten liegt 
auf der harmonischen Polare des dritten Wende- 
pnnkts, in welchem die Yerbindungslinie der beiden 
ersten Wendepunkte der C^^J begegnet. 

Zieht man durch einen Wendepunkt 333 der C^^^ drei 
beliebige Sekanten 

lasBasi, laassi'SB'i, lasr'SB"!, 

so konnen diese als eine ausgeartete Kurve dritter Ordnimg 
aufgefaBt werden; die neun Durchschnittspunkte derselben mit 
der C^^^ haben nim die drei Punkte SB, 2B, SS (zusammen- 
fallend) auf einer Geraden, folglich miissen die sechs ubrigen 
auf einem Eegelschnitt liegen, also: 

Zieht man durch einen Wendepunkt einer C^^^ 
drei beliebige Sekanten 

iSBSiJBi, isBsi'S'i, |aBa"a3"i, 

so liegen die sechs ubrigen Durchschnittspunkte 
derselben mit der C^*^ auf einem Eegelschnitt, 
dessen Polare von dem Punkte SB die harmonische 
Polare des Wendepunkts SB ist. 

Liegen insbesondere 21, 31', SI'' auf einer Geraden, so 
miissen auch S3, 95', 93" auf einer Geraden liegen. Hieraus 
ergiebt sich der Satz: 

Schneidet eine beliebige Gerade die C^^^ in den 
drei Punkten SJ, SI', SI" und werden dieselben mit 
einem Wendepunkt SB durch drei Strahlen ver- 
bunden, so liegen deren dritte Schnittpunkte auf 
einer zweiten Geraden, und der Schnittpunkt dieser 
beiden Geraden ist ein Punkt der harmonischen 
Polare des Wendepunkts SB. 

3. Ist SB ein Wendepunkt der C^^^ und to seine har- 
monische Polare, so wird fiir einen durch SB gezogenen 
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Strahl I 3B9195 die Tangente in 81 die Gerade w in dem- 
selben Punkte ^ treffen, wie die Tangente in 95, wie wir 
in 2. gesehen haben; also wird auch umgekehrt, wenn von 
einem Punkte $P der Geraden tv eine Tangente | ^51 1 an 
die 0'^^ geht, noch eine zweite Tangente | ^S5 | an dieselbe 
gehen miissen, so daB die Beriihrungssehne | S185 | durch SS 
geht. Geht aus 5p noch eine andere Tangente |5p9l'| an 
die G^^^y so wird auch noch eine weitere Tangente |^S5'| 
an die C(»> gehen, sodaB |2l'93'| ebenfalls durch SB geht, 
und geht endlich aus ^ noch eine dritte Tangente | $p8l"| 
an die C^^^y so wird noch eine andere Tangente | 5pS5"| an 
dieselbe gehen, sodaB |8l"95''| auch durch SB geht. Die 
sechs Tangenten, welche sich im allgemeinen aus einem 
Punkte ?P der Geraden w an die C^^^ legen lassen, zerfallen 
also in drei Paare 

I^Sl'l und |5pa3|, |^?l'|und 5^93' I, 1 5p3l" | i^d | ?p95"|, 
und die drei Bertihrungssehnen 

|«95|, |Sl'95'|, ir'SS"! 
gehen durch denselben Punkt SB. 

Da nun, wie wir wissen, die sechs Punkte SI, 95, 21', 95', 
8[", 93" auf einem Kegelschnitt liegen mtisseri (2.), der die 
konische Polare ^jj^^^ des Punktes 5P ist, so bilden die vorigen 
drei Strahlenpaare eine Strahleninyolution, deren Doppel- 
strahlen die beiden Geraden 1 5pSB | und w sind. Pilr diesen 
Kegelschnitt sind also SB und w Pol und Polare. Wir 
konnen also den Satz aussprechen: 

Fiir alle Punkte ^ der harmonischen Polare w 
eines Wendepunkts SB bilden die konischen Polaren 
5P^^^ ein Kegelschnittbdschel, welches SB und w ge- 
meinsam zu Pol und Polare hat. Die geraden Po- 
laren fiir alle Punkte ^ von w laufen daher samt- 
lich dufch den Wendepunkt SB. 

4. Aus der Eonfiguration der Wendepunkte, Wende- 
punktslinien und Wendepunktsdreiseite, wie wir sie in 
§ 28, 4. zusammengestellt haben, lassen sich mm auch die 
harmonischen Polaren der neun Wendepunkte herstellen 

16* 
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yermittelst der Eigenschaften des yoUstandigen Yierecks. 
Da namlich durch SB} die beiden Strahlen 

s,-|9S}28?SBJ:, ^1 = (SB} SB J 28 J) 

geheii; so miissen in dein voUstandigen Viereck 

aB?aBJ2BJ2BJ 

die beiden Diagonalpunkte 

(2BJ2B1, 2B»28i)-(r„t;,), 

(aSjaSJ, 28 J 2B> )-(«„«,) 

verbunden die barmonische Polare des Wendepunkts SB} 
geben^ weil sie zwei Punkte von demOrte aller vierten harmo- 
nischen Punkte auf den durcb SB} gezogenen Strablen sind. 

Diese Punkte (^2^3)? (^2^3) ^^^ ^^®^ gleicbzeitig zwei 
Ecken von Wendepunktsdreiseiten, deren wir die vier baben 

^1^2^3? *1^2*37 *'l^2^8? ^1^2 ^3* 

Bezeicbnen wir daher die zwolf Ecken dieser vier 
Wendepunktsdreiseite 

(sjSj)-®!, (^2^ = 2:1, (Wg^'s) - 111; {^9^td-^i7 
(585i)«@2; (^3^1) -3:2, (MsWj-Ua, KvO-SBg, 
(«iS2)-®8; (^i^)-=2;8, (Wi^O-Us; (.^1^2) -^37 

so werden sich aus diesen zwolf Punkten zu je vieren die 
harmoniscben Polaren 



k 

w. 
t 



der -Wendepunkte SB^ zusammensetzen lassen, wie folgt 

^-le^XjUsSB,!, M^-ie^s^UiSB,!, «;|-i@,a:,ii,s8j , 

Hieraus gehen aber wieder die zw81f Punkte @,, %i, 
U,-, S5f in der Weise hervor 



@,-(w»»), 






§ 29. Beziehungen zwischen den Wendepunkten etc. 245 






Ug = (w\ wl w\ ), 

Dies laBt sich in Worten folgendermaBen aussprechen: 
Die neun harmonischen Polaren der Wende- 
punkte einer C-^^ gehen zu je dreien durch die zwolf 
Ecken der vier Wendepunktsdreiseite, sodaB jede 
harmonische Polare vier von den Ecken der Wende- 
punktsdreiseite enthalt. Die harmonischen Polaren 
solcher drei Wendepunkte, welche auf einer Geraden 
(Wendepunktslinie) liegen, schneiden sich allemal 
in einem Punkte, namlieh in der Gegenecke des- 
jenigen Wendepunktsdreiseits, von welchem jene" 
Gerade eine Seite ist. Die neun harmonischen Po- 
laren bilden eine ganz analoge Konfiguration, wie 
die Wendepunkte selbst, indem nur die eine der 
andern dual gegeniibersteht. Der Zusammenhang 
beider Konfigurationen ist derartig, da6 die Wende- 
punktsdreiseite der urspriinglichen Konfiguration 
identisch zusainmenfallen mit den analogen Drei- 
ecken der dual gegeniiberstehenden, indem die 
Ecken dieser vier Dreiecke die Gegenecken jener 
vier Dreiseite sind. 

Hieraus folgt denn auch, daB die neun harmonischen 
Polaren hinsichtlich ihrer Bealitat und gegenseitigen Lage 
sich genau ebenso verhalten, wie die Wendepunkte selbst, 
also z. B.: 

Die drei harmonischen Polaren, welche durch 
eine Ecke eines Wendepunktsdreiseits gehen, bil- 
den mit den beiden Seiten des Dreiseits in dieser 
Ecke ein aquianharmonisches System von fiinf 
Strahlen, indem die drei ersteren die cyklisch-pro- 
jektiven Elemente und die beiden letzteren die 
Doppelelemente des Systems sind. 

5. Betrachten wir ein Wendepunktsdreiseit und eine der 
iibrigen Wendepunktslinien, z. B. 
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die StrahleupaAre, welche von X^ nach diesen drei Paar 
G^euecken gehen, bilden bekanntlich eine StrahleuinTolution, 
deren Strahlenpaare sind 

w\ und l^iaBJI, 

die Gerade <i — | SBiSBaSBsl wird also von den drei har- 
monischen Polaren w\, w\y w\ in solchen drei Punkten ge- 
trofiPen; welche konjugiert sind den Punkten SB}, SB^; SB, 
uad mit diesen drei Punktepaare eine Punktinvolution 
bilden y also: 

Eine Wendepunktslinie, welche drei Wende- 
punkte enthalt, wird yon den drei harmonischen 
Polaren derselben in drei neuen Punkten getroffen; 
die drei Punktepaare gehoren einer Involution an. 

Diejenigen neun Punkte, in welchen die Tangenten der 
Wendepunkte (Wendetangenten) von den ihnen zugehorigen 
harmonischen Polaren getroffen werden, liegen bekanntlich auf 
der Hesseschen Kurve H^^^y weil sie die Doppelpunkte 
solcher Linienpaare sind, in welche die konischen Polaren 
der Wendepunkte ausarten; und es sind immer ein Wende- 
punkt SB und der Schnittpunkt (%, w) ein Paar konjugierte 
Punkte fflr die H^^\ 

Wir haben aber gesehen, daB die Wendepunkte der C^*^ 
gleichzeitig Wendepunkte der H^^^ sind und daB ein Wende- 
pimkt der H^^^ ein solcher Punkt ist, welcher gleichzeitig 
Tangentialpunkt fGr seinen konjugierten Punkt ist. Hieraus 
folgt, daB der Wendepunkt SB Tangentialpunkt sein muB 
zu dem Schnittpunkte (^®, w) fiir die H^^^, also mu6 die 
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Tangente % die Hessesche Kurve -H^^^ in diesem Schnitt- 
punkte (tfajw) berfihren. Daher erhalten wir den Satz: 

Die Wendetangenten der C^^^ beruhren ihre H^^^ 
in denjenigen Punkten, in welchen jede Wende- 
tangente von der harmonischen Polare ihres Wende- 
pnnkts getroffen wird. 

Die Hessesche Knrve H^^^ und die Cayleysche Kurve 
K^^^ steben in derselben Beziehimg zueinander, wie die 
friiber von uns betracbtete nrspriinglicbe Kurve C^^^ und 
die zu ibr geborige «w (§ 7^ 5.). 

Die Kurven H^^^ und K^^^ beriibren sicb also in 
den neun Punkten, in welcben sie sicb begegnen, 
namlicb in den konjugierten Punkten zu den Wende- 
punkten der H^^\ welcbe zugleicb die Wendepunkte 
der C<3) sind. 

Die zu den gemeinscbaftlicben Tangenten der H^^^ und 
K^^^ in ibren neun Berilbrungspunkten konjugierten Tan- 
genten sind, wie wir wissen, die Rdckkebrtangenten der 
K^^h Da nun die Wendetangenten der C^^^ in denjenigen 
Punkten beriibren, in denen sicb H^^^ und K^^^ begegnen, 
und die konjugierten Tangenten zu den Wendepunkten der 
C<*> far die K^^^ die barmoniscben Polaren w der Wende- 
punkte SB sind, so scbKeBen wir: 

Die barmoniscben Polaren w der Wendepunkte 
SB einer C^*^ sind die RUckkebrtangenten der Cay- 
leyscben Kurve K^^\ und die Berubrungtipunkte 
(Rtickkebrpunkte der K^^^) derselben sind diejenigen 
neun Punkte, in welcben die Wendetangenten ^ der 
(7(3) Yon den barmoniscben Polaren ibrer Wende- 
punkte getroffen werden. 

Hieraus folgt aucb eine Bestatigung der scbon vorbin 
(4.) gemacbten Bemerkung, da6 die neun barmoniscben Po- 
laren eine analoge, nur dual gegentlberstebende Konfiguration 
bilden, wie die neun Wendepunkte selbst, weil die beiden 
Kurven H^^^ und K^^^ einander dual gegeniibersteben und 
den Wendepunkten der E^^^ die Ruckkebrtangenten der K^^^ 
gegentlbersteben. 
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6. Nehmen wir einen beliebigen Wendepunkt der C^** 

und moge seine harmonische Polare die Wendetangente fiir 
SB* in dem Punkte ^k 

schneiden, dann sind SB. und ^. nicht allein ein Paar kon- 
jugierter Punkte der Hesseschen Kurve H^^^ sondern es ist 
auch SB* der Tangentialpunkt zu ^.. Da man nun durcli 
zwei solcher Paare konjugierter Punkte allemal ein drittes 
Paar konjugierter Punkte ableitet, so gelangt man zu einem 
innigen Zusammenhange zwischen den Punkten SB. und ^. 
(«, i = 1, 2, 3), z. B. aus SB J und SB^, deren konjugierte 
^} und 5p2 sind, folgt 

woraus hervorgeht, daB je drei Punkte 

|2BJ^?$J|, |2B?¥?^1I, 2B??P}?PJ| 
auf einer Geraden liegea iniiss'eu. 

Wir erhalten hierdurch im ganzen 36 Gerade, deren 
jede zwei Punkte ^ und einen Wendepunkt 933 enthalt, was 
aus folgendem Schema heryorgeht: 
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von diesen 36 Geraden gehen durch jeden der neun Wende- 
punkte vier, dagegen durch jeden der neun Punkte 5p^. acht 
Gerade, namlich seine Verbindungslinien mit den acht ubrigen 
^ . ; die 36 Geraden sind daher die —^ = 36 Verbindungs- 
linien je zweier der neun Punkte ^. , und wir konnen sagen: 

Jede Verbindungslinie zweier Punkte 5p* auf 
der H^^^ trifft dieselbe zum dritten Mai in einem 
Wendepunkte derselben, welcher zugleich ein Wende- 
punkt der Fundamentalkurve C^^^ ist. Diese 36 Ver- 
bindungslinien schneiden sich zu je vier in den 
neun Wendepunkten der C^^\ 

Wir konnen demgemaB das vorige Tableau auch kurzer 
so darstellen: 
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wo die Verbindungslinie zweier ^. aus einer beliebigen 
Horizontal- uud Vertikalreihe genommen den betreJffenden 
Wendepunkt SB^. aufweist, der auf dieser Geraden liegt. 

7. Ferner wissen wir, da6 wenn drei Punkte einer Kurve 
dritten Grades H^^^ auf einer Geraden liegen, ihre drei kon- 
jugierten Punkte derartig beschaffen sind, da6 in ihnen ein 
Kegelschnitt die H^^^ dreimal beriihren kann, oder anders 
ausgedriickt, daB sie ein Tripel von Punkten der H^^^ bilden; 
aus der Lage der Wendepunkte SS^. schlieBen wir also auf 
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die Lage der Punkte ^. (iy fc — 1, 2, 3), welche sich so zu 
zwolf Tripeln ordnen 

Da die sechs Punkte zweier beliebigen Tripel allemal 
auf einem Eegelschnitt liegen^ so liegen die neun Punkte 
^* 66mal («= ^) zu je sechs auf einem Kegelschnitt. 

£s bilden auch noch auf andere Weise^ namlich immer 
zwei W,endepunkte und der zu dem dritten auf ihrer Ver- 
bindungslinie liegenden Wendepunkt konjugierte Punkt ein 
Tripel, z. B. 

U. 8. f. * ^ ^* 

Wir erhalten also auf diese Weise 12 . 3 = 36 neue 
Tripel, und wenn wir diese untereinander oder mit den 
vorigen zu je zweien verbinden, so erhalten wir Kegel- 
schnitte, welche entweder vier Wendepunkte und zwei Punkte 
^. oder zwei Wendepunkte und gewisse vier Punkte ^^. 
enthalten, woraus eine groBe Menge neuer Kegelschnitte 
hervorgeht. 

§ 30. Tiber den Znsammenhang der Punkte einer C^^> 
mlt ihren zugehorigen Tangentialpunkten. 

1. Wir haben uns fiber die Lage und Realitat der 
Wendepunkte einer C^^> (§§ 28 und 29) orientiert unter der 
Voraussetzung, daB die Kurve mindestens einen reellen 
Wendepunkt habe. Der Nachweis hierfiir soil jetzt nach- 
traglich geliefert werden durch die Untersuchung des Zu- 
sammenhanges zwischen den Punkten der C^^^ und ihren 
zugehorigen Tangentialpunkten. 
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Aus den allgemeinen Betrachtungen in § 16 geht her- 
vor, da6 zunachst bei der einzUgigen C^^^, wenn wir in 
einem Punkte O derselben die Tangente i^ ziehen, welche 
znm dritten Mai in D', dem zu D gehorigen Tangential- 
punkte, der C^^> begegnet, bei der Veranderung von D laDgs 
des ganzen kontinuierlich zusammenbangenden Zuges^ aucb 
der Punkt D' langs desselben sich fortbewegen wird. 

Der Piinkt D' durchlauft aber den Zug zweimal, wab- 
rend D ihn einmal durchlauft, weil aus jedem Punkte des 
Zuges zwei und nur zwei reelle Tangenten an denselben 
gehen. Halten wir namlich einen Punkt D^ ^^^ ^^'^ ^^^t 
xmd legen aus ihm die beiden reellen Tangenten an dieselbe, 
welche in Dj und Dg beruhren, so teilen die beiden Punkte 
©1 und ©2 den ganzen kontinuierlich zusammenbangenden 
Zug in zwei Gebiete; wahrend der Punkt O das eine der- 
selben durchlauft von 0^ bis D^? ^^^ ^^^ zugehorige Tan- 
gentialpunkt von D^ ausgehend wieder nach Oq zuriick- 
kehren, indem er deir ganzen Zug durchlauft, und wenn D 
das andere Gebiet von D2 nach D^ durchlauft, wird der 
zugehorige Tangentialpunkt 0' nochmals von Oq ausgehend 
den ganzen Zug durchlaufen und wieder nach D^ zurdck- 
kehren. 

Um diese Behauptung zu rechtfertigen, woUen wir das 
eine Gebiet des Zuges zwischen D^ und Dg das Gebiet (A) 
und das iibrige von Dg ^^^ ^1 ^^^ Gebiet (B) nennen. 

Wenn nun ein veranderlicher Punkt X auf dem Zuge 
das eine Gebiet (^4) von C^ nach Dg kontinuierlich durch- 
lauft, so muB der zugehorige Tangentialpunkt X' von £)q 
ausgehend wieder nach D^ zuriickkehren, also entweder den 
ganzen Zug kontinuierlich durchlaufen oder nur einen Teil 
desselben und dann wieder umkehren, um nach D^ zurflck- 
gelangen zu konnen; wenn aber X' etwa nur bis X^ gelangte 
und dann wieder umkehite, so wurde er die von ihm durch- 
laufenen Punkte des Zuges zweimal erreichen, die iibrigen 
gar nicht, d. h. aus jenen Punkten des Zuges gingen zwei 
reelle Tangenten an denselben, aus diesen keine; lassen wir 
dann den veranderlichen Punkt dc das iibrige Gebiet (B) 



252 Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnang. 

durchlaufen, so konnen wiederuin zwei Falle eintreten, der 
zugehorige Tangentialpunkt X' durchlauft entweder von Dq 
ausgehend den ganzen Zug, was nicht moglich ware, weil 
er dann auch das friihere Sttick nochmals durchlaufen muBte, 
welches alle Punkte enthielte, aus denen drei Tangenten an 
die C<3^ gingen, oder zweitens der Punkt X' lauft von D^ 
ausgehend nur ein Stiick auf dem noch freien Telle des Zuge& 
und kame umkehrend wieder nach Dq zuriick. Dies ist aber 
auch nicht moglich; denn sonst blieben offenbar auf dem 
Zuge Punkte librig, die keinmal von X' erreicht wtirdeny 
aus denen also keine reelle Tangente an den Zug ginge. 
Hieraus folgt, daB die frfihere Annahme unzutreffend isty 
vielmehr wird in der That, wahrend X das Gebiet (A) 
kontinuierlich durchlauft, der zugehorige Tangentialpunkt 
X' den ganzen Zug kontinuierlich durchlaufen, ohne seine 
Bewegungsrichtung unlzukehren, von D^ ausgehend und nach 
Dq wieder zuriickkehrend; und wahrend X das ubrige Ge- 
biet (B) durchlauft, wird sein Tangentialpunkt X' dieselbe 
Bewegung zum zweiten Mai ausfiihren. 

2. Nun liegt der den beiden Punkten Dj und D2 ge- 
meinschaftliche Tangentialpunkt D^ entweder in dem Ge- 
biete (A) oder in dem Gebiete (B) des Zuges. Liegt der 
Punkt Dq in dem Gebiete (5), so mu6, wenn X das Ge- 
biet {A) durchlauft, der Tangentialpunkt X' um von Dq aus- 
gehend und ohne seine Bewegungsrichtung andern zu konnen^ 
nach Oq zuriickkehrend notwendig das ganze Gebiet {A) 
durchstreifen, mithin auch mindestens einmal mit X zu- 
sammentreffen auf diesem Gebiete. Wenn ein Punkt der 
C^^^ mit seinem zugehorigen Tangentialpunkt zusammentrifft,. 
so wird er offenbar ein Wendepunkt der Kurve. 

Liegt also O^ auf dem Gebiete (-B), so enthalt das Ge- 
biet (A) mindestens einen reellen Wendepunkt, Tind liegt 
umgekehrt Oq auf dem Gebiete (A), so enthalt notwendig 
das Gebiet (-B) mindestens einen reellen Wendepunkt der 
Kurve. 

Unter alien Umstanden enthalt also der ganze Zug der 
einziigigen C^^^ mindestens einen reellen Wendepunkt^ 
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daraus folgt aber, wie wir in § 28 gesehen, die Realitat 
dreier und alles Cbrige. Ein Wendepunkt der C^^^ hat die 
eharakteristisclie Eigenschaft, drei unendlich nahe aufeinan- 
der folgende Punkte 1, 2, 3 der Kurve und die Wende- 
tangente in demselben, zwei aufeinander folgende unendlich 
nahe Tangenten ! 1 2 | und | 2 3 | zu vereinigen. Fdr die 
Tangente | 12 | ist 3 der zugehorige Tangentialpunkt, fiir 
die Tangente j 2 3 | wird 1 der zugehorige Tangentialpunkt. 
Indem beim Durchgange durch den Wendepunkt Beriihrungs- 
punkt und Tangentialpunkt zusammenfallen^ wird also, wenn 
der Beruhrungspunkt die Bewegungsrichtung von 1 durch 2 
nach 3 einschlagt, der zugehorige Tangentialpunkt die Be- 
wegungsrichtung von 3 durch 2 nach 1, d. h. die entgegen- 
gesetzte Bewegungsrichtung einschlagen miissen. Da nun, 
wie wir gesehen haben, bei der Bewegung eines Punktes 
langs des ganzen kontinuierlichen (im Unendlichen zusammen- 
hangenden) Zuges in einer bestimmten Bewegungsrichtung 
mit seiner Tangente, auch der zugehorige Tangentialpunkt 
€ine bestimmte Bewegungsrichtung einschlagt und dieselbe 
nicht umkehren kann, so wird iiberhaupt, wie dies beim 
Durchgange durch den Wendepunkt der Fall ist, bei kon- 
tinuierlicher Bewegung der Tangente langs des Zuges, der 
Tangentialpunkt die entgegengesetzte Bewegungsrichtung 
haben, wie der Beruhrungspunkt. 

Da nun die Punkte Dj und Dg, welche denselben Tan- 
gentialpunkt D^ haben, den ganzen Zug in die beiden 6e- 
biete (A) und (B) zerlegen, so wird, falls der Punkt DJ auf 
dem Gebiete (B) liegt, wenn der Punkt X das Gebiet {A) 
von Di nach Dg durchlauft, der Tangentialpunkt dc' in ent- 
gegengesetzter Bewegungsrichtung das Gebiet von Dg nach 
Di durchlaufen, also nur einmal mit dem Punkte dc zu- 
sammentreffen konnen; das Gebiet (B) dagegen wird durch 
den Punkt Oq in zwei Teile zerlegt, zwischen O^ und O^ 
und zwischen D^ und DgJ ^^ jedem der beiden Teile mu6 
der Punkt X seinem in entgegengesetzter Richtung laufenden 
Tangentialpunkte X' einmal' begegnen. Es liegen also auf 
dem Gebiete (JS) zwei Wendepunkte, auf dem Gebiete {A) 
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ein Wendepunkt, und dies sind die drei einzig reellen 
Wendepunkte (welche in gerader Linie liegen). In dem 
andem Palle, wenn Oq auf dem Gebiete (A) liegt, ist e& 
gerade umgekehrt. 

Die Punkte Dj und Og sind konjugierte Punkte der 
einziigigen C^^\ weil sie denselben Tangentialpunkt haben^ 
und zwar des einzigen Systems, welches auf ihr reell 
existiert. Wir schlieBen also: 

Zwei konjugierte Punkte der einziigigen C^^^ zer- 
legen den ganzen kontinuierlichen (im Unendlichen 
zusammenhangenden) Zug derselben in zwei Ge- 
biete, deren eines den gemeinsamen Tangential- 
punkt enthalt. Auf dem Gebiete, das diesen nicht 
enthalt, liegt allemal nur ein reeller Wendepunkt 
der C"^^; das andere Gebiet wird durch den Tangen- 
tialpunkt in zwei Teile zerlegt, deren jeder einen 
reellen Wendepunkt enthalt. Dies sind die drei 
einzig reellen Wendepunkte der einziigigen (7^^\ 

Wir bemerken noch, da6 bei der einzQgigen C(^> wah- 
rend der Bewegung einer Tangente langs des kontinuier- 
lichen Zuges Beriihrungspunkt und Tangentialpunkt immer 
entgegengesetzte Bewegungsrichtung haben, wie wir ge- 
sehen haben; dagegen haben zwei konjugierte Punkte immer 
dieselbe Bewegungsrichtung auf dem Zuge. Denn mit 
einem Punkte, der sich kontinuierlich auf dem Zuge in 
einer bestimmten Bewegungsrichtung fortbewegt, wird sich 
auch der konjugierte Punkt in bestimmter Bewegungsrichtung 
kontinuierlich fortbewegen, ohne dieselbe umkehren zu 
konnen. 

Wenn diese beiden Bewegungsrichtungen entgegenge- 
setzt waren, so miiBten sich daher notwendig die beiden 
konjugierten Punkte einmal begegnen, also zusammenfalle% 
was bei einer C^^^ ohne Doppelpunkt, wie wir sie voraus- 
setzen, nicht moglich ist. Teilt also einmal ein Paar kon- 
jugierter Punkte O^, Dg ^®^ ^ug in die Gebiete (A) und (B), 
so hat jeder Punkt auf dem Gebiete {A) seinen konjugierten 
Punkt auf dem Gebiete {B) und umgekehrt. 
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3. Bei der zweiziigigen C^^\ welche aus einem paaren 
Zuge (Oval) und einem unpaaren Zuge (Serpentine) besteht, 
wird jede Tangente des paaren Zuges ihren Tangentialpunkt 
auf dem unpaaren Zuge haben; es kann also niemals ein 
Beriihrungspunkt auf einer Tangente des paaren Zuges mit 
seinem Tangentialpunkt zusammenf alien ^ und daher auch 
niemals ein Wendepunkt auf dem paaren Zuge liegen. Da- 
gegen hat jeder Punkt des unpaaren Zuges seinen Tangen- 
tialpunkt wieder auf dem unpaaren Zuge; die reellen Wende- 
punkte der zweizugigen C^^^ konnen also nur auf dem un- 
paaren Zuge liegen. Da nun durch jeden Punkt des un- 
paaren Zuges zwei reelle Tangenten an den paaren Zug 
gehen^ welche hier nicht in Betracht kommen, und zwei 
reelle Tangenten an den unpaaren Zug gehen (§ 16), wie 
bei der einztigigen C^^\ so findet hier fiir den un- 
paaren Zug der zweizugigen C^^^ genau dasselbe Verhaltnis 
statt wie vorhin bei der einzugigen, nur mit dem Unter- 
schiede, da6 die Beriihrungspunkte des aus einem Punkte 
des unpaaren Zuges an denselben gehenden Tangentenpaares 
nur in einem der drei Systeme konjugierter Punkte auf der 
zweiziigigen C^^^ enthalten sind. Das Ergebnis der Unter- 
suchung rficksichtlich der Ermittelung der drei reellen 
Wendepunkte bleibt aber bestehen, namlich: 

Eine zweiziigige C^^^ hat ihre drei reellen Wende- 
punkte nur auf dem unpaaren Zuge; aus einem be- 
liebigen Punkte D desselben gehen zwei reelle 
Tangenten an ihn, welche in D^ und Dg beruhren 
und den Zug in zwei Gebiete zerlegen, deren eines 
den Punkt O enthalt; dasjenige, welches ihn nicht 
enthalt, hat einen. reellen Wendepunkt, das andere 
zwei reelle Wendepunkte, deren einer auf dem 
Teile zwischen D und Dj, der andere auf dem Teile 
zwischen und D^ liegt.* 

* Vergl. H. Durege: „tJber die Formen der Eurven dritter 
Ordnung*^, Borchardta Journal f. Math. Bd. 76, S. 153. 
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§ 31. Das Steinersche Schliersungsproblem 

fflr die C^\ 

1. In einer am 27. November 1845 in der Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin gehaltenen Vorlesung stellte 
Steiner* einige Satze iiber die Kurve dritter Ordnung auf, 
welche wenig Beachtung fanden, bis sie durch Clebsch.** 
eine ebenso elegante, wie durch die angewendeten Prinzipien 
bedeutungsYoUe analytische Losung erhielten. Eine rein 
geometrische Behandlung und Erweiterung wurde ihnen erst 
zu Teil durch Kiipper*** und Schoute^, endlich eine C^ber- 
tragung auf die raumliche C^^> durch Eberhard. ++ Der 
wohl zuerst durch Kiipper aufgedeckte einfache geome- 
trische Ursprung dieser Satze schlieBt sich so naturgemaB 
an die hier entwickelten Fundamentaleigenschaften der C^^^ 
an, daB wir auf ihre Darstellung nicht verzichten dilrfen. 

Gehen wir von zwei festen Fundamentalpunkten 5p 
und D der C^^^ aus und beginnen ein Polygon, 2M-Eck, der 
C^^^ einzubeschreiben, dessen Seiten abwechselnd durch ^ 
imd O gehen, so konstruieren wir folgendermaBen: 

Von einem beliebigen Anfangspunkte Sl^ der C(^^ ziehen 
wir 1 Sli^P I, welche Gerade die Kurve zum dritten Mai in 
S3i triflft, dann ziehen wir die Gerade | SS^D |, welche in ^^ 
die (7(3^ trifft, weiter | Sl^^JJ |, die in S^ t^fft, | SB^Cl |, die 



* J. Steiner: „Geometri8che Lehrsatze**, Crellea Journal f. Math. 
Bd. XXXII, S. 182. 

** A, Clebsch: ,,Ober einen Satz von Steiner und einige Pankte 
der Theorie der Kurven dritter Ordnung", Borchardts Journal f. Math. 
Bd. LXIII, S. 94. 

**♦ K. Kiipper: „t)ber die Steinerschen Polygene auf einer Kurve 
dritter Ordnung und damit zusammenhangende Satze aus der Geometrie 
der Lage'^ Klein u. Mayer, Math. Ann. Bd. XXIY, S. 1. 

t P. H. Schoute: „Die Steinerschen Polygene**, Kroneckera 
Journal f. Math. Bd. XCV, S. 106. 

ft y. Eberhard: „Die Baumkurven vierter Ordnung erster und 
zweiter Species in ihrem Zusammenhang mit den Steinerschen SchlieO- 
ungsproblemen bei den ebenen Kurven dritter Ordnung", SchlQmilchs 
Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. XXXII, S. 65. 
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in 2I3 trifffc u. s. f., bis | Sl„^ | in 8, und | 93„D | in 9I„^i 
der C^^^ begegnet. Dann wird im allgemeinen bei beliebiger 
Wahl der Fundamentalpunkte ^, D und des willktirlichen 
Anfangspunktes der letzte Punkt Sln+i mit dem ersten Sl^ 
nicht zusammenfallen; der Steinersche Satz sagt aber 
aus, daB wenn dies einmal stattfindet, es immer 
stattfinden mu6, wo man auch den Anfangspunkt 
%^ auf der C^^^ wahlen mag bei festgehaltenen Fun- 
damentalpunkten 5p, D. Das 2w-Eck 

•vVi ^^1 'vl^ '^2 ^^3 • • • ^^n '^/i 

schlieUt sich also immer, wenn es sich einmal schlieBt. 

2. Der Beweis dieses schonen Satzes ist eine unmittel- 
bare Folge des bekannten Satzes (S. 56): 

„Sclineidet eine Gerade die C^^^ in den drei Punkten 
31, ^, 95 und eine zweite in SC', O, 95', so treffen die drei 
Verbindungslinien |SlSt'|, | ^D |, |9595'| die C(8) in drei 
neuen Punkten einer Geraden." 

Konstruieren wir namlich ebenso wie vorhin das 2w-Eck 
Indem ,wir von Slj^ ausgingen, ein zweites 2M-Eck 

■vlj '^1 *^9 "^9 • • • vVij '^ny 

indem wir von einem andem Punkte SIJ ausgehen, imd 
nehmen wir an, da6 das erste 2n-Eck sich schlieBt, also 
Sl»4.i = 2li wird, so zeigt sich, daB auch das zweite sich 
schlieBen muB und zwar mit gleicher Anzahl der Ecken. 

Denn wir haben nach der angegebenen Konstruktion 
immer folgende je drei Punkte der C' auf einer Geraden 
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Jetzt folgt aus den beiden Geraden 

Stress; I 

nach dem obigen Satze, daB die dritten Schnittpunkte der 
Geraden ISliSTJi, \^D. , |93,95{| mit der C(8) auf einer 
neuen Geraden liegen miissen, und ebenso aus den beiden 

Geraden |Sl,Cl93i|, 

daB die dritten Schnittpunkte der Geraden |2l2^il? I ^^ i; 
SSjSSj ; mit der 6'^^) auf einer neuen Geraden liegen miissen; 
diese ist aber mit der vorigen identisch, weil sie zwei 
Punkte mit ihr gemein hat; ihr dritter Schnittpunkt mit 
der C^3> mu6 also sowohl auf SliSl^l, als auch auf | ^2^1 
liegen, folglich muB der Schnittpunkt 

ein Punkt der C^^^ sein. 

In gleicher Weise folgern wir, daB der Schnittpunkt 

ein Punkt der C^^^ sein muB. 
Aus den Geraden 

folgern wir in gleicher Weise, daB auch der Schnittpunkt 

ein Punkt der C^^^ sein muB. Ferner sehen wir, wie vor- 
bin, daB (5(_^5i,^ ^^^r^ _ ^j^ 

ein Punkt der C^^^ sein muB und schlieBen aus den Geraden 

1 ?liD A U 3t; DA I, 

daB auch der Schnittpunkt 

ein Punkt der C^^^ sein muB. Indem wir auf diese Weise 
zu schlieBen fortfahren, erkennen wir endlich, dass der 
Schnittpunkt 
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(3tiSli+„Si;3l„+.) = D,+, 

ein Punkt der C^^^ sein muB. Wenn nun das erste 2w-Eck 
sich schlieBt^ also 

wird, so kann die Gerade |D«^-i2l^! nur noch in einem 
einzigen dritten Punkte der O^^ begegnen, es mu6 also 

sein, d. h. auch das zweite Polygon mu6 sich mit gleicher 
Seitenzatl 2n schlieBen, und da der neue Anfangspunkt ?lj[ 
ganz willkurlich auf der C^^^ angenommen war, so schlieBt 
sich jedes in der angegebenen Weise konstruierte 2n-Eck, 
sobald sich nur einmal ein solches schlieBt, wodurch der 
Steinersche Satz bewiesen ist. 

3. Fiir zwei beliebig auf der C^^^ gewahlte Fundamental- 
punkte 5P, D wird oflFenbar ein SchlieBen des Steinerschen 
2n-Ecks nicht stattfinden, sondern die Punkte $P, D sind 
einer gewissen Bedingung unterworfen, damit ein SchlieBen 
stattfinde, welches dann unabhangig ist von der Wahl des 
Anfangspunktes fiir das 2n-Eck. Wir konnen aber, wenn 
wir einmal ein Punktepaar 5p, £l von der verlangten Eigen- 
schaft haben, unendlich viele andere Paare von gleicher 
Eigenschaft ableiten, indem wir irgend einen Punkt @ der 
C^^^ nehmen, ihn mit $P und £l verbinden und die dritten 
Schnittpunkte ^' und D' aufsuchen. Liegen namlich je drei 
Punkte 

auf einer Geraden, und bilden wir von einem Anfangspunkte 
21^ aus rftcksichtlich des Punktepaares ^D das Steiner- 
sche 2n- Eck, welches sich schliessen soil, und von einem 
beliebigen andern Anfangspunkte %[ aus rttcksichtlich des 
Punktepaares ^'D' nach gleicher Vorschrift ein Polygon, 
so muB, wie wir sofort sehen, auch dieses sich schlieBen 
und ein 2n-Eck sein. 

Wir haben namlich gemaB der vorgeschriebenen Eon- 
struktion je drei Punkte auf einer Geraden 

17* 
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Dann folgt aus den Paaren von Geraden 

l?i;^'95;i, |9i;o'95;i, 

veil l^^'l und ] DD' | denselben dritten Schnittpunkt @ 
auf der C^*' haben sollen, da6 auch der Punkt 

auf der (7^'> liegen muB; in gleicher Weise folgt, daS auch 
der Schnittpunkt 

auf der C^*> liegen muS^ also derselbe Punkt D sein wird, 
weil I ?f 2 5^2 I ^^^ iioch in einem dritten Punkte die C^^^ 
schneiden kann, und indem wir so fortfahren, erkennen wir, 
da6 auch der Schnittpunkt 

derselbe Punkt D der C^^^ sein mu6; wenn nun das erste 
2w-Eck sich schlieBt, also 

ivird, so muB, weil die Verbindungslinie jenes Punktes mit 
%^ nur noch in einem dritten Punkte der C^^^ begegnen 
kann, auch ^y, _ cirr 

sein, also mu6 auch das zweite Polygon fiir das Paar von 
Fundamentalpunkten ^'D' sich schliefien; mithin haben 
5P', D' die gleiche Eigenschaft wie $P, D, also gilt 
der Satz: 

Wenn ein Punktepaar ^£i der C^^^ die Eigen- 
schaft besitzt, ein Steinersches 2n-Eck zu liefern, 
welches sich schlieBt gemafi der vorgeschriebenen 
Konstruktion, wie auch sein Anfangspunkt ge- 
wahlt werde, und man projiciert das Punktepaar 
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?PD von einem beliebigen Punkte © der C^^^ aus in 
ein neues Punktepaar ^'D', so besitzt dieses die 
gleiche Eigenschaft wie 5^0. 

Man kann also aus einem Punktepaar ^D unendlich 
viele andere ableiten. Gleichzeitig ersehen wir, daB die 
Punkte $P und D eines Paares miteinander vertauschbar 
sind; denn schneidet die Verbindungslinie | 5pD I die C^^> 
zum dritten Mai in @, und projizieren wir von © aus den 
Punkt ^ auf die 6'<^), so erhalten wir den Punkt D; pro- 
jizieren wir aber Q, so erhalten wir 5|J, also geht das Paar 
^D in das neue Paar D^ fiber, was auch selbstverstandlich 
ist, weil fur Sl„+i = Sli bei Vertauschung von 5(5 und D das 
2M-Eck nur in entgegengesetztem Sinne durchlaufen wird. 

Wir sehen femer aus unserm Schema 



8i»$a3», aSnOa 



n + l> 



weil $ und O von S^ aus in die Punkte SSi^ und Slg P^^" 
jiziert werden, daB auch Sl^Slg ^^^ Steinersches Punkte- 
paar in dem friiheren Sinne ist, ebenso 8I2 und 8I3, Stg und 
St^ u. s. f., Sl« und Slj; femer weil ^ und D von Slg aus in 
die Punkte SS^ und Sg projiziert werden, so sind auch SBj 
und $83, ebenso SBg und SS^ u. s. f., SBn und S5i Steinersche 
Punktepaare, wie die urspriiuglichen ^ und D. Aus der 
vorigen Herleitung ergiebt sich noch ein weiteres Resultat, 
welches einen gewissen Zusammenhang liefert zwischen 
zwei beliebigen in der geforderten Art konstruierten 2n- 
Ecken 

und 

von denen das erste aus dem Steinerschen Punktepaar 5pQ, 
das zweite aus ^'D' hervorgeht, wo 5P', O' durch Pro- 
jektion von © aus gefunden sind, indem je drei Kurvenpunkte 
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auf einer Geraden liegen. Sind die Anfangsptinkte Sl^ und 
Sl{ willkurlich auf der G^^^ gewahlt, so schneiden sich alle 
Verbindungslinien 

in einem und demselben Punkte 91q der Kurve; und ebenso 
auch alle Verbindungslinien 

in einem und demselben Punkte S^ der Kurve, und die drei 
Punkte 8lo, 93o, @ liegen auf einer Geraden, denn aus den 
vorigen Paaren von Geraden 

\W,%'^[\, |3l^O'95|| 

folgt, daB der dritte Schnittpunkt der Verbindungslinie 
I ?Iq© I, den wir 95o nennen woUen, auf SSiSSj j liegen muB; 
in gleicher Weise aber auch auf 952 952 ', | 953 953 u. s. f. 

Die ungeradstelligen Ecken beider 2w-Ecke bilden also 
fiir sich zwei n-Ecke, welche perspektiv liegen riicksicht- 
lich eines gewissen Punktes der C^^^ und die geradstelligen 
ebenfalls zwei perspektiv liegende w-Ecke. 

4. Aus der eigentiimlichen Lage ^ines solchen 2«-Ecks, 
wie wir es vermittelst zweier Fundamentalpunkte 5{5, D kon- 
struiert haben ^^^gg^^ ^^^^^ 



Sr,.5pS8„ S8,D2ln 



+ 1; 



f 

ergiebt sich ein weiterer Zusammenhang zwischen den 
geradstelligen und ungeradstelligen Ecken; denn wir haben 
allgemein je drei Kurvenpunkte auf einer Geraden: 

woraus folgt, daB der Schnittpunkt 
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1) (2l.Sl,+„ 2I.2le+0 

auf der C^^^ liegen muB; ebenso folgt aus den Geraden 

j93.- DSl.+il, |93,+i^5l,+i!, 

da 6 der Schnittpunkt 

ebenfalls ein Punkt der (7^^> sein mu6; und endlich folgt 
aus den Geraden • 

i93,D2l,+,i, |S8,+i5p2l,+ii, 
'3r,^95,.;, |2t,.+iDg3*|, 

daB der Schnittpunkt 
3) (93,21., 93,+ i2l.+i) 

ebenfalls auf der C^^^ liegen mu6, wie auch die Indices 
i^ k innerhalb der Zahlenreihe 1, 2, 3, .. ., n gewahlt werden 
mogen. 

Aus 1) folgt fiir k = i + 1, daB der dritte Schnittpunkt 
der Verbindungslinie | 2li2l,+2 | der Tangentialpunkt zu 
^, + 1 sein muB, aus 2), daB in gleicher Weise der Schnitt- 
punkt von I S5,- 93/ 4- 2 I der Tangentialpunkt zu 95 /+i sein 
muB. Aus 3) folgt, daB die Verbindungslinien 

I 93,Sl, 1, I 93,+ia,+i :, ! 93,+2«.+2 ',...,! 93nSln+*-t I, 
I 93i 2ln-i-*-.»+i I, . . •, ' 93,-1 2lfc-i i 

samtlich durch einen und denselben festen Punkt der C^^^ 
gehen mussen. 

5. Pur ein willkiirlich gewahltes Punktepaar ?PD auf 
der C^^^ wird sich im allgemeinen ein nach der vor- 
geschriebenen Art konstruiertes Steinersches 2n-Eck nicht 
schlieBen. Die Bedingung dafur, daB es sich einmal, also 
immer schlieBt, wo auch der Anfangspunkt gewahlt werden 
mag, geht aus der Konstruktion selbst hervor; in dem ein- 
fachsten Palle fiir w « 2, also ftir ein Viereck haben wir 
das Punktepaar die Seiten des Vierecks 
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Da es sich immer schlieBt, wo wir auch den Anfangs- 
punkt wahlen mogen^ so wollen wir den Anfangspunkt St^ 
nach ?P verlegen, dann wird 93^ z^ ^^ der Tangentialpunkt 
zu ^; wegen ' SiOSlg ! schneidet ; ^PiCl | in Slj, und 
wegen ISgO^iJ schneidet ! ^jJO | in S52. Da also die 
beiden Geraden 

die C^^^ in je drei Punktendurchschneiden, der dritte Schnitt- 
punkt von | SlgSSal aber 5p ist, der dritte Schnittpunkt von 
I 5Pi5P I ebenfalls ^ ist, so mu6 die Verbindungslinie | QQ | 
in ^1 schneiden, also 5^^ auch der Tangentialpunkt £l^ fur 
Q sein; mithin ?Pi ^ D^, also $P und D miissen denselben 
Tangentialpunkt haben. Dies ist die Bedingung fur das 
Punktepaar ^JJD, damit ein Steinersches Viereck moglich 
sei; und umgekehrt: Wenn ^ und Q denselben Tan- 
gentialpunkt haben (oder wie wir uns fruher ausgedruckt 
haben, ein Paar konjugierter Punkte der C^^^ sind), dann 
ist fiir dieselben immer ein Steinersches Viereck 
moglich. 

Fiir das Sechseck haben wir 

das Punktepaar die Seiten des Sechsecks 

2t3^s8,i, \^,m,\. 

Verlegen wir auch hier den willkiirlich zu wahlenden 
Anfangspunkt Sl^ nach $P, also 21^ iz ^, dann folgt SS^ i= $P^, 
Tangentialpunkt zu ^; und aus j Sl^DSSji folgt SSg als der 
dritte Schnittpunkt von |$PD|, also haben wir die beiden 
Geraden 

Nennen wir also O^ den Tangentialpunkt zu O und 
@ den dritten Schnittpunkt von | ^IgSSs |, ^^ folgt, daB 
5P, Di, © auf einer Geraden liegen mtissen. Nun wissen wir ' 
aber aus 4., daB die drei Geraden 
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l«.93si, \%^iU |3li95.| 

sich in demselben Punkte @ der C^^^ schneiden miisseii, 
also liegen ^^^^^^ 

auf je einer Geraden; da aber | 5p@ | in D^ schneidet, so muB 

93, = D, 

sein, und da | ^952 1 ^^ ^2 schneidet, so muB 

sein, und da | 5Pi@ | ee: | ^^Slg | = | SjStg i ^^ ^ schneidet, 
so muB at — c\ 

sein; folglich miissen sich | 5PiO | und I ^Eli | in @ auf der 
Cf^) schneiden, und dies ist die gesuchte Bedingung fiir das 
Punktepaar ^jJQ: 

Sind fiir JJJ und D die zugehorigen Tangential- 
punkte $Pi und D^, und liegt der Schnittpunkt 

auf der C^^\ so sind 5^0 die Fundamentalpunkte 
fiir ein St'einersches Sechseck. 

Wir sehen, wie sich diese Betrachtung fortsetzen laBt 
und sich die von St einer noch fiir das Zehneck angegebene 
Bedingung in analoger Weise ergiebt. 

6. Zwischen den Fundamentalpunkten $P, D fiir ein 
2M-Eck und fiir ein 4M-Eck besteht ein sehr einfacher Zu- 
sammenhang, sodaB sich aus einem solchen Paar das andere 
und umgekehrt ableiten laBt, wie wir jetzt sehen woUen. 

Ist ?Pi der Tangentialpunkt zu 5p und D^ der Tan- 
gentialpunkt zu D, und ziehen wir die folgenden Ver- 
bindungslinien, deren jedesmaligen dritten Schnittpunkt mit 
der C^^) wir aufsuchen 

so folgt, da wir uoch die Geraden 
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haben, aus den beiden Geraden 

die dritte Gerade t ^ cyx r^ \ 

wo © den dritten Schnittpunkt von | Sli@i | bezeiclinet. 
Aus den beiden Geraden 

folgt die dritte Gerade 

also muB | St^S^ , durch O gehen, oder j ©^D ! durch Slj, 
was dasselbe sagt; mitbin muB 

sein, und wir baben folgende beiden Reihenfolgen von 
Geraden 

1) I 2li ?!»»', 93iO,Sl,, 

beide fuhren von Jl^ nach Slg? ^i® erste durch das Paar 
von Fundamentalpunkten ^PiDj, indem jeder nur einmal 
verwendet wird, die zweite durch das Paar von Fundamental- 
punkten 5|5D, indem jeder zweimal in der vorgeschriebenen 
Weise verwendet wird. 

Wenn wir also auf diese Art fortgehen von Jig zu 8lg, 
SI4, . . ., 2l„ und wir gelangen wieder zu Sl^ zuruck, so er- 
halten wir fur das Paar von Fundamentalpunkten ?PiDi ein 
Steinersches 2M-Eck und fur das Paar von Fundamental- 
punkten Cl$P ein Steinersches 4M-Eck. In diesen dfirfen 
wir aber die Punkte $P und D miteinander vertauschen, 
wodurch nur das geschlossene Polygon in umgekehrter 
Richtung durchlaufen wird; also erhalten wir den Satz: 

Sind $Pi und Dj die Tangentialpunkte zu ?P und 
D, und ist fiir erstere ein Steinersches 2M-Eck 
moglich, so sind letztere die Fundamentalpunkte 
fiir ein Steinersches 4w-Eck, und umgekehrt. 
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Da ^1 und D^ die Tangentialpunkte zu ^ und D sind, 
so wird die Gerade | ?Pd | die C^^^ in einem dritten Punkte 
9i schneiden, dessen Tangentialpunkt ^^ mit ^^ und D^ auf 
derselben Geraden liegen mu6. Projizieren wir das Punkte- 
paar S^ und Q von S^ aus, so erhalten wir ein neues Punkte- 
paar ^^ und SR von gleicher BeschaflFenheit; 91 ist aber der 
Beruhrungspunkt einer aus Sfij an die C^^^ gelegten Tangente, 
also konnen wir auch sagen: Sind ^P^Di ein Paar von Fun- 
damentalpunkten fiir ein 2w-Eck, schneidet l^jDJ in Slj, 
wird endlich aus 9ii eine Tangente an die (7^^^ gelegt, welche 
in 91 bertihrt, so sind ^^ und 91 ein Punktepaar fur ein 
Steinersches 4w-Eck, ebenso O^ und 91. In dieser Form 
hat Steiner das Theorem ausgesprochen, die obige mehr 
symmetrische ruhrt von Schoute her. 

7. Das Steinersche SchlieBungsproblem laBt sich er- 
weitern, wenn wir statt zweier Fundamentalpunkte ?P, D 
mehrere annehmen und ein der C^^^ einbeschriebenes Polygon 
bilden, dessen Seiten der Reihe nach durch die gegebenen 
Fundamentalpunkte hindurchgehen. Nehmen wir zunachst 
drei Fundamentalpunkte 

und beginnen mit einem beliebigen Punkte Slj der C^^^ als 
erster Ecke eiues Polygons die Seiten desselben zu konstruieren 

WO X der letzte Punkt ist, dann zeigt sich aus den Geraden 

12ti^iSt,| und \%,^%\, 

daB der dritte Schnittpunkt derjenigen Geraden, welche die 
beiden Schnittpunkte von |5Pi^2l ^^^ 1512^5 1 vereinigt, 
sowohl auf ISliStgl, als auch auf 1 3I32I4 liegen mu6; da 
aber der dritte Schnittpunkt von | 2I3SI4 | der Punkt ^JJg ist, 
so rndssen ^^^ ^^^ ^^ 

auf einer Geraden liegen, also | Sle^s! ^^^ durch Sl^ gehen; 
folglich ist 
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und wir erhalten ein Sechseck, welches sich in ?li schlieBt 

WO auch der Anfangspunkt Sl^ gewahlt sein mag, also gilt 
der Satz: 

Nehmen wir drei beliebige Pundamentalpunkte 

^o ^2; ^8 *^f ^^^ ^^^^ ^^^ beginnen mit einem belie- 
bigenPunkteSli einPolygon der C^^^ einzubeschreiben^ 
dessen Seiten der Reihe nach durch ^^^ 5^^, ^^3 gehen, 
so schlieBt sich dasselbe nach zweimaligem'Durch- 
gange durch die drei Fundamentalpunkte und bildet 
also immer ein geschlossenes der C^^^einbeschriebenes 
Sechseck. 

Dieser Satz laBt eine Erweiterung zu fur eine beliebige 
ungerade Anzahl von Fundamentalpunkten 

^1? ^2? ^3? • • •? %n {m ungerade). 

Beginnen wir namlich mit einem beliebig auf der C(^> 
gewahlten Anfangspunkt % das Polygon in der vor- 
geschriebenen Weise zu konstruieren, so sind seine Seiten 

dann folgt aus den beiden Geraden 

a.^8«i» I, 



weil 1312^3 1 durch den festen Punkt ^Pg geht, wenn wir 
den dritten Schnittpunkt von | ^i^Ps | mit der C^^^ durch ©1 
bezeichnen, da6 | SI1SI4I durch den dritten Schnittpunkt der 
Geraden | SSj $2 i hindurchgehen mu6. Dieser Punkt hangt 
aber nur ab von den drei festen Punkten $1; $27 $3? ^^ wird 
namlich der dritte Schnittpunkt von | ^Pi^PsI mit dem Punkt 
^Pg verbunden und auf dieser Verbindungslinie der dritte 
Schnittpunkt D^ ermittelt; dann geht l^liS^I notwendig 
durch diesen festen Pimkt D^, wie auch der Anfangspxmkt 
Hi gewahlt werde auf der C^% wobei natdrlich auch der 
Endpunkt ^4 sich verandert. 
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Ferner folgt aus den beiden Geraden 

well I Stills I durch den festen Punkt ^4 geht, und der dritte 
Schnittpunkt von | Dj^Pgl auch ein fester Sg 1st, daB durch 
den dritten Schnittpunkt von 1932 5^4 1, welcher ein fester 
Punkt sein wird, die veranderliche Sehne iSliStd hindurch- 
gehen muB, wie wir auch den Anfangspunkt 31^ wahlen 
mogen. Fahren wir in dieser Weise zu schlieBen fort, so 
sehen wir, da6 auch | SliSlg j u. s. f. durch feste und nur von 
den ^ abhangige Punkte laufen, unabhangig von der Wahl 
des Anfangspunktes %,, 

1st nun m eine ungerade Zahl, so muB auch | ?li3l;n+i| 
durch einen festen Punkt D laufen, weil (m + 1) gerade ist. 

Beginnen wir jetzt die Reihe von neuem und kon- 
struieren anstatt von Sl^ auszugehen, von 3lm+i aus in 
gleicher Weise das Polygon 

so wird die Verbindungslinie | Slm+i^m+il durch denselben 
festen Punkt gehen mtissen, der vorhin gefunden wurde 
und nur allein von den in bestimmter Reihenfolge zu ver- 
wendenden Punkten 5(5 abhing, also ist der Schnittpunkt 

ein Punkt der C^^\ Da aber die Gerade | DSl;„+i | nur noch 
in einem einzigen dritten Punkte der (7^^> begegnen kann, 
so folgt ^. . ^. 

und wir haben ein geschlossenes 2m-Eck 

\^i^l%l \%^2%\. \%^S%\. ..., |Slm?P.Sl. + l|, 

Wir haben also folgenden Satz gewonnen: 
Nehmen wir eine ungerade Anzahl vonFundamen- 
talpunkten 5Pi, ?P2? ^3? •••? ^^ und beginnen mit einem 
beliebigen Slnfangspunkte St^' ein Polygon der C^^^ 
einzubeschreiben, dessen Seiten der Reihe nach 
durch ?Pi, $P2> ^87*--; ^»» gehen, indem wir nach Er- 
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schopfung dieser Reihe dieselbe noch einmal in 
gleicher Reihenfolge verwenden, so schlieBt sich 
das Polygon nach zweimaligem Durchgange durch 
die Fundamentalpunkte und bildet also immer ein 
geschlossenes, der C^^^ einbeschriebenes 2^/i-Eck. 

Verlangt man dagegen, cs soUe schon Slm+i niit St^ 
koinzidieren, so muBte der allein von den Fundamental- 
punkten ^ abhangige Punkt D der Tangentialpunkt zu St^ 
sein; da aber im allgemeinen aus D vier Tangenten an die 
(7^3) gehen, so giebt es aucb nur vier Lagen fur den Punkt 
2li, damit schon ein von ihm ausgehendes, in der vorge- 
schriebenen Weise zu konstruierendes m-Eck sich schlieBe 
nach einmaligem Durchlaufen der Fundamentalpunkte. 

8. Nehmen wir andererseits m gerade an, so folgt aus 
dem Vorigen (7.), daB bei beliebiger Wahl des Anfangs- 
punktes Si die Verbindungslinie | 8li3lmi durch einen festen, 
nur von den Fundamentalpunkten ^j, ^g? •••; ^m abhangigen 
Punkt D gehen muB. Verlangen wir jetzt, daB schon 
5lm+i Sli werden, also das m-Eck sich schlieBen soil, 
dann muBte der feste, allein von den ^ abhangige Punkt 
D, durch welchen j SI^SI/tjI gehen muB, mit ^m koinzidieren; 
es wiirde also dadurch eine Bedingung zwischen den Fun- 
damentalpunkten '^1)^2) "'}^rn gegeben sein. 1st dieselbe 
einmal erfiillt, dann wird das m-Eck sich unabhangig von 
der Wahl seines Anfangspunktes immer schlieBen, im all- 
gemeinen bei willkurlicher Wahl der Fundamentalpunkte 
auf der C^^^ aber nicht. 

Die Bedingung dafiir, daB ein SchlieBen stattfinde, konnen 
wir aus der Konstruktion der festen Punkte D selbst ab- 
leiten; dieselben wurden namlich so konstruiert (S. 268, 269) 

SBi^^Dil . . . i %i%\ geht durch 0„ 
u. s. f., also fur ein gerades m 
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I 93m_ ^m--iOm J ... , %^m\ geht durch D, 

2 ^ 

also miiBte sein 



2-' - T- " I-" 



%,-D 



m 
2-' 



Hinsichtlich der umfangreichen weiteren Untersuchun- 
gen, welche sich an das Steinersche Schliefiungsproblem 
anschlieBen, miissen wir auf die oben angegebenen Quellen 
yerweisen. 

§ 32. Kegelschnitte^ welche die C^^'> mehrpunktig 

beriihren (oskulieren). 

1. Durch fiinf Punkte ist ein Kegelschnitt im allge- 
meinen bestimmt; legen wir nun durch fiinf Punkte 21^, Slg, 
SI3, 9I4, 2I5 einer G^^^ einen Kegelschuitt, so begegnet der- 
selbe noch in einem sechsten Punkte 95 der Kurve, welcher 
in verschiedener Weise gefunden werden kann; zieht man 
^1^2 1? welche Gerade in 31' zum dritten Mai die C^^^ treffen 
moge, I SlgSl^!, welche in 31" treflfen moge, I 8l'8l"j, welche 
in 81'" treffe, dann muB | StgSl'" in S3, dem gesuchten 
Punkte treflfen; denn weil die drei Geraden 

2ti3l22l' I, 
3I3 31^31" 1, 
8l5 95 3l'"| 

neun associierte Punkte (Grundpunkte eines Kuryenbiischels 
dritter Ordnung, § 10, 2.) ausschneiden und 81', 81", 81"' auf 
einer Geraden liegen, so mussen die iibrigen sechs 8I1, 8I2, 8lg, 
^4) ^b'f ^ ^^f einem Kegelschnitt liegen. 

Wir konnen nun die funf Punkte %, %, %, %, 8I5 
einander unendlich nahe riicken d. h. zusammenfallen lassen, 
also einen Kegelschnitt bestimmen, welcher in einem Punkte 
81 die C^^^ ffinfpunktig beruhrt; dann wird die Konstruktion 
des sechsten Schnittpunktes folgende: 

Da 3li, 8I2 zusammenfallen in 81, so wird 81' der Tan- 
gentialpunkt zu 81; da auch 8lg, 8I4 nach 81 hineinfallen, so 
wird auch 31" der Tangentialpimkt zu 81; also 81' und 81" 
fallen zusammen, mithin wird 81'" der Tangentialpunkt zu 
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SI', und jetzt schneidet |?l?l'"i in dem gesuchten Punkte 
93; also: 

Eine Kurve C^^^ kann im allgemeinen in jedem 
ihrer Punkte SI fiinfpnnktig von einem Kegelschnitt 
beriihrt werden; der sechste Schnittpunkt 93 des 
Kegelschnitts mit der 6'^^^ wird dann so gefunden: 
Man bestimme zn SI den Tangentialpunkt Sl^, zu Sl^ 
den Tangentialpunkt SI2, nnd ziehe JSISI2I7 welche 
Gerade in dem gesuchten Punkte 93 der C^^^ begeg- 
nen wird.* 

Hierdurch wird jedem Punkte 81 der C^^^ ein bestimmter 
Punkt 93 zugeordnet. Nehmen wir drei Punkte 

St, SI', SI'' 

der C^^\ konstruieren in jedem derselben den funfpunktig 
beriilirenden Kegelschnitt und nennen den jedesmaligen 
sechsten Schnittpunkt 

93, 93', 93", 

so haben wir, um diese Punkte zu ermitteln, die drei Tan- 
gentialpunkte von SI, SI', SI" aufzusuchen 

a„ «;, ^[', 

von diesen wieder die drei Tangentialpunkte 

si„ si^ si;' 

und auf den drei Verbindungslinien | SlSl^ 1, | Sl'St^ |, \ Sf'St'^' 
die dritten Schnittpunkte 93, 93' 93". 

Werden SI, SI', SI" auf der C^^) so gewahlt, daB sie in 
gerader Linie liegen, so mtissen bekanntlich auch Slj, SI], Sl{' 
auf einer Geraden liegen, und folglich auch Slg, Sl^, SI"; 
aus den beiden Geraden 

I Wf/ I 



folgt aber die dritte 
also: 



©SB'S" 



* J Steiner: „Satze iiber Kurven zweiter und dritter Ordnung", 
Crelles Journal f. Math. Bd. XXXII, S. 301. 



J 



§ 32. Eegelschnitte, welche die C^^^ mehrpunktig berdhren. 273 

Konstruiert man in drei auf einer Geraden lie- 
genden Punkten der C^^^ die fdnfpunktig beriihren- 
den Kegelschnitte, so liegen ihre drei sechsten 
Schnittpunkte wieder auf einer Geraden. 

Werden ?l, «', «" so gewahlt auf der C^^ daU in 
ihnen ein Kegelschnitt dreimal die Kurve zweipunktig be- 
rahrt, d. h. bilden SI, «', «" ein Tripel von Punkten der 
C^^> (§ 8, 3.), so liegen ebenfalls die drei Tangentialpunkte 
^1? ®i> ^i' ^^^ einer Geraden, denn die drei Geraden 

isiaaj, I «'«'«{ I, |a"si"a{'| 

schneiden die C^^^ in einer Gruppe von neun associierten 
Punkten, folglich miissen, da SI, 81, SI', SI', SI", SI" auf einem 
Kegelschnitt liegen, die drei iibrigen Sli, Sl{, Sl{' auf einer 
Geraden liegen; hieraus folgt, daB auch Slg, Slg, SI" und end- 
lich auch 93, 83', S3" auf einer Geraden liegen, also: 

Bertihrt ein Kegelschnitt die (7(^> in drei ver- 
schiedenen Punkten, und konstruiert man in jedem 
derselben den fiinfpunktig beriihrenden Kegel- 
schnitt, so liegen die drei sechsten Schnittpunkte 
dieser drei Kegelschnitte auf einer Geraden. 

2. Suchen wir nunmehr auf der C^^^ einen solchen be- 
sonderen Punkt SI auf, daB fiir den in SI fiinfpunktig be- 
riihrenden Kegelschnitt auch noch der sechste Schnittpunkt 
93 nach SI hineinfallt. Dann muSte nach unserer Kon- 
struktion SI2 der Tangentialpunkt von SI werden, weil 
S(93S[2 in einer Geraden liegen. . 

Der Tangentialpunkt von SI ist aber Sl^, also muBte 
Sli mit SI2 zusammenfallen, und da Slg auch der Tangential- 
punkt von S(i ist, so miiBte Sl^ mit seinem Tangentialpunkte 
zusammenfallen, folglich miiBte Sl^ = S33 ein Wendepunkt 
der C^^J sein, und der gesuchte Punkt SI der Bertihrungs- 
punkt einer aus dem Wendepunkte 933 an die C^^> gelegten 
Tangente; auch umgekehrt zeigt sich, daB, wenn dies der 
Fall ist, in dem so gefundenen Punkte SI ein Kegelschnitt 
die C^^^ sechspunktig beriihren muB. Da aus jedem Wende- 
punkte der C^^^ im allgemeinen drei Tangenten an die C^^^ 
gehen und es neun Wendepunkte giebt, so schlieBen wir: 

Sohrnter, Theorie der ebenen Kurven 3. Ordn. 18 
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Es giebt 27 Punkte auf der C^^\ in welchen 
Kegelsclinitte dieselbe sechspunktig beriihren. Dies 
sind diejenigen Punkte, in welchen die nenn har- 
monischen Polaren der Wendepunkte die C^^^ schnei- 
den, oder, was dasselbe sagt, diejenigen Punkte, welche die 
konjugierten sind zu den neun Wendepunkten in jedem der 
drei Systeme von konjugierten Punktepaaren auf der C^^\ 

Da von den neun Wendepunkten nur drei reell und 
sechs imaginar sind, die drei reellen Wendepunkte abey auf 
dem unpaaren Zuge der C^^^ liegen, femer aus jedem Punkte 
dieses unpaaren Zuges vier reelle Tangenten an die Kurve 
gehen, so schlieBen wir, im Falle dieser Punkt ein reeller 
Wendepunkt ist, also eine der vier reellen Tangenten in die 
Wendetangente hineinfallt, daB die drei ubrigen Tangenten 
aus ihm reell sind, und zwar eine derselben an den un- 
paaren, die andem beiden an den paaren Zug gelien; im 
Falle der zweiziigigen C^^^ sind also von den obigen 27 
Punkten 9 reell und 18 imaginar.* 

Zwischen den 27 Punkten, in welchen Kegelschnitte 
die C^^^ sechspunktig beriihren, bestehen infolge der Lage 
der neun Wendepunkte mehrfache Beziehungen. Legen wir 
namlich aus einem Wendepunkte SB der C^^^ eine Tangente 
an dieselbe mit dem Beriihrungspunkt SI, so miissen, weil 
W und ^ denselben Tangentialpunkt SB haben, diese ein 
Paar konjugierter Punkte fur die C^^^ sein; durch ein solches 
Paar ist ein ganzes System unendlich vieler Paare konju- 
gierter Punkte eindeutig bestimmt und wird erhalten, indem 
man einen beliebigen Kurvenpunkt mit dem ersten Paare 
verbindet und als dritte Schnittpunkte dieser beiden Ver- 
bindungsstrahlen ein neues Paar konjugierter Punkte des- 
selben Systems findet. 

Nun giebt es aber drei solcher Systeme konjugierter 
Punktepaare auf der C^^^ (§ 15). Gehen also aus SB die 
drei Ubrigen Tangenten ! SB?l I, \ SB© 1, | SB® | an die C^^\ 



* J. Steiner: „Satze fiber Kurven zweiter und dritter Ordnung", 
Crelles Journal Bd. XXXII, S. 300. 
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so bestimmt das Punktepaar SB und 91 das eine System, 
SS und 93 das zweite System, 2B und S das dritte System 
von Paaren konjugierter Punkte auf der C^^\ Was von dem 
Wendepunkte 2B gilt, gilt von jedem der neun Wendepunkte 
SB. (?, A; = 1, 2, 3) (§ 28). Gehen daher aus einem zweiten 
Wendepunkte SB' die drei Tangenten I SB' 21' , SB'SS'i, 
I SB'S' I an die C^^\ so gehoren SB' und SI' als ein Paar 
konjugierter Punkte einem ganz bestimmten der drei Systeme 
an, ebenso SB' und JB', SB' und 6', und es ist keine Frei- 
heit mehr in der Zuordnung der konjugierten Punkte ge- 
stattet, sobald von dem ersten Wendepunkt aus die drei 
Systeme konjugierter Punktepaare bereits festgelegt sind. 

Wir wissen aber aus § 15, da6 aus zwei Paaren kon- 
jugierter Punkte desselben Systems allemal ein drittes Paar 
dieses Systems abgeleitet werden kann durch doppeltes kreuz- 
weises Verbinden der Punkte; geh5ren namlich SB und 81, 
SB' und 31' a]s Paare konjugierter Punkte demselben System 
an, so werden die Schnittpiinkte 

(SBSB', aa') = SB", 

(2Ba', asB') « a" 

ein drittes Paar konjugierter Punkte SB" und a" dieses 
Systems sein. 

Ferner wissen wir, daB aus zwei Paaren konjugierter 
Punkte, deren eines dem ersten, das andere dem zweiten 
Systeme angehort, allemal ein neues Paar konjugierter Punkte, 
welches dem dritten Systeme angehoren mu6, gefunden wird 
(S. 118); gehoren namlich SB und a dem ersten, SB' und 
S3' dem zweiten System an, so schneiden 

' I SBSB', und aS'l 

die C^^^ in einem neuen Paare konjugierter Punkte 

SB" und e", 

welches dem dritten Systeme angehort. 

Aus diesen beiden Eigenschaften ergiebt sich der Zu- 
sammenhang zwischen den 27 Punkten, in welchen Kegel- 
schnitte die 0^^> sechspunktig beriihren. Diese Punkte 
paaren sich namlich mit den neun Wendepunkten zu je 

18* 
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neun Paaren konjugierter Punkte in den drei Systemen der- 
selben. 

Aus dem ersten Satze folgt, da die Verbindungslinie 
zweier Wendepunkte | SBSB'| bekanntlich die C^^^ immer in 
einem dritten Wendepunkte SB" treffen mu6, da6 auch die 
Verbindungslinie [ SSt'l durcli den Wendepunkt SB", ebenso 
I a?l" 1 durcli SB', 1 «'«" I durch SB gehen mu6, also: 

Verbindet man von den 27 Punkten, in welchen 
Eegelsehnitte die C^*> sechspunktig berilhren, zwei 
solche, deren Tangentialpunkte zugleieh ihre kon- 
jugierten Punkte sind (d. h. ist zu 21 der Wende- 
punkt SB, zu ?l' der Wendepunkt SB' der konju- 
gierte, gehSren also SISB, ?l'SB' demselben Systeme 
an), so geht diese Verbindungslinie allemal durch 
einen dritten Wendepunkt. Solcher Geraden giebt es 
also im allgemeinen 3 . j^ — 108. 

Aus dem zweiten Satze folgt, da |SBSB'| die C^^^ in 
dem dritten Wendepunkte SB" schneidet, daB auch die Ver- 
bindungslinie I ?195' I in einem Punkte S" schneiden muB, 
welcher mit SB" ein Paar konjugierter Punkte des dritten 
Systems bildet, wenn 21 und SB dem ersten, S3' und SB' 
dem zweiten System angehoren, also: 

Die 27 Punkte, in welchen Kegelschnitte die 
C^^^ sechspunktig berilhren, liegen zu je dreien auf 
geraden Linien, namlich immer ein Punkt 21, welcher 
mit seinem Tangentialpunkt SB dem einen System, 
ein Punkt 85', welcher mit seinem Tangentialpunkt 
SB' dem zweiten System, und ein Punkt S", welcher 
mit seinem Tangentialpunkt SB" dem dritten System 
konjugierter Punkte angehort, wobei SB, SB' SB" drei 
in gerader Linie liegende Wendepunkte der C^^^ sind. 
Solcher Geraden giebt es im allgemeinen 81. 

Zu ihnen gehSren auch die neun harmonischen Polaren 
der Wendepunkte. Die tibrigen 72 entspringen aus den 12 
Wendepunktslinien, deren jede drei Wendepunkte SB, SB', SB" 
enthalt; sind namlich aus jedem derselben die drei tlbrigen 
Tangenten gelegt, deren BerUhrungspunkte seien 21S3S, 
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Sl'SB'S', a"®''®", so kbnnen wir nur SI mit 83' oder « mit 
6' verbinden, denn die Verbindungslinie | ?121' | geht durch 
einen Wendepunkt; die Verbindungslinie J ?IS8' | muB aber 
einen bestimmten Punkt ©'' enthalten, | 21®' | den bestimm- 
ten Punkt 83"; ebenso ISSS'Sl"!, Sa'S"!, |e8l'»":, 
I eaS'Sl'' i, also giebt es fttr die Wendepunktslinie | SQSSffi'SB" | 
nur sechs solcher Linien { §(93® {, mithin im ganzen nur 
12.6 «= 12, zu denen die neun harmonischen Polaren hinzu- 
treten. 

A us dem in § 9^ 8. bewiesenen Satze, daB wenn sechs 
Punkte einer C^^^ auf einem Kegelschnitt liegen, auch ihre 
sechs konjugierten Punkte in einem der drei Systeme allemal 
auf einem Kegelschnitt liegen miissen^ folgt eine weitere 
Beziehung zwischen un;sem 27 Punkten, welche in den drei 
Systemen den neun Wendepunkten konjugiert sind. Die 
Wendepunkte liegen namlich zu dreien auf den zwolf Wende- 
punktsgeraden (§ 28), und diese lassen sich paarweise als 
ausgeartete Kegelschnitte auffassen, was -^^ « 66 Linien- 
paare giebt, also: 

Von den 27 Punkten, in welchen Kegelschnitte 
die C^^' sechspunktig beriihren, liegen immer ge- 
wisse sechs auf einem Kegelschnitte, namlich 
solche sechs, deren Tangentialpunkte gleichzeitig 
die konjugierten Punkte in einem und demselben 
Systeme auf der C^^^ sind und zwar sechs Wende- 
punkte, die zu je dreien auf zwei Wendepunkts- 
linien liegen. Solcher Kegelschnitte giebt es im allge- 
meinen 66. 

Hieraus folgt, daB solche neun Punkte, welche die 
konjugierten Punkte der neun Wendepunkte sind in einem 
der drei Systeme von konjugierten Punktepaaren auf der C^^\ 
niemals eine Gruppe von neun associierten Punkteu bilden; 
denn in diesem Falle miiBten, da sechs von ihnen auf einem 
Kegelschnitt liegen, die drei iibrigen auf einer Geraden 
liegen. Dies ist aber nicht der Pall, denn die Verbindungs- 
linie zweier geht immer durch einen Wendepimkt, kann also 
keinen vierten Punkt mehr enthalten. 
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3. Wahrend in jedem Punkte die C^^^ von einem Kegel- 
schnitt funfpunktig bertihrt werden kann und nur in aus- 
gezeichneten (27) Punkten Kegelschnitte dieselbe sechspunktig 
beriihren, giebt es unendlich viele Kegelschnitte, welche in 
einem gegebenen Punkte ?P dieselbe vierpunktig beriihren. 
Durch vier Punkte der C'^^ als Grundpunkte eines Buschels 
gehen ilberhaupt unendlich viele Kegelschnitte, welche noch 
in je zwei ubrigen Punkten der C<^^ begegnen, deren Ver- 
bindungslinien samtlich durch einen festen Punkt der C^^> 
laufen (§ 9, i.), den Gegenpunkif zu den Grundpunkten des 
BUschels. 

La6t man die vier Grundpunkte des Buschels einander 
unendlich nahe rlicken, sodaB sie in einen einzigen Punkt 
?P der C^^^ zusammenfallen, so nimmt das Kegelschnittbuschel 
einen besonderen Charakter an und besteht aus samtlichen 
Kegelschnitten, welche die C^^^ in $P vierpunktig beriihren. 
Der Gegenpunkt O, durch welchen alle von den Kegel- 
schnitten ausgeschnittenen Sehnen (Verbindungslinien der 
beiden ubrigen Schnittpunkte der C^^^ mit einem in ^ vier- 
punktig beriihrenden Kegelschnitt) laufen, wird gefunden 
durch den besonderen Kegelschnitt, welcher aus der doppelt 
zu zahlenden Tangente in ?P besteht; schneidet diese Tan- 
gente in dem Tangentialpunkt ?Pi, so fallen in ^^ zwei 
Punkte zusammen, die eins der vorigen Paare bilden; die 
Tangente in ^^ schneide. zum dritten Mai in O, dann ist 
ofifenbar D der gesuchte Gegenpunkt. 

Da durch £1 auSer der Tangente | D^i 1 im allgemeinen 
noch drei andere Tangenten an die C^^^ gehen, so folgt: 

Soil in einem Punkte ^ der G^^^ ein Kegelschnitt 
dieselbe vierpunktig beriihren, so giebt es unter 
alien diesen Kegelschnitten im allgemeinen drei, 
welche auBerdem noch in einem andern Punkte die 
C^^^ zweipunktig beriihren. Die Beriihrungspunkte 
dieser drei Kegelschnitte werden gefunden, indem 
man in ?P die Tangente zieht, ihren Tangential- 
punkt ?Pi aufsucht, in ^^ aufs neue die Tangente 
zieht, deren Tangentialpunkt O sei, und aus D die 
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drei noch tibrigen Tangenten an die C^^'^ l^gt? deren 
Bertihrungspunkte die drei gesuchten sind. 

Man kann die drei Bertihrungspunkte auch noch in 
anderer Weise finden; geht namlich eine Tangente aus D 
an die C^^^, welche in % beriihre, und zieht man |^X|, 
welche in Si zum dritten Mai der C^^^begegnet, so wird, 
weil zu $P der Tangentialpunkt ^^, zm % der Tangential- 
punkt D ist, auch der Tangentialpunkt zu Sft auf | El5Pi 1 
liegen miissen; der dritte Schnittpunkt von | D^Pi j ist aber 
5Pi, folglich muB ^^ auch der Tangentialpunkt zu Sft sein. 
Hieraus folgt: 

Legt man aus dem Tangentialpunkt ^^ fur den ge- 
gebenen Punkt ^ die drei noch tibrigen Tangenten an die 
C^^^ und verbindet die drei Bertihrungspunkte derselben mit 
?P, so. schneiden diese drei Geraden die C^^^ in den drei 
neuen Punkten %,%\%^\ welche die gesuchten Bertihrungs- 
punkte der drei Kegelschnitte sind, die in ^ vierpunktig 
und in % (bez. %\ %") zweipunktig die C^^^ bertihren. 

Die Aufgabe: „in einem gegebenen Punkte 5p der C^^^ 
einen vierpunktig bertihrenden Kegelschnitt zu legen, der 
noch in einem andern Punkte die Kurve zweipunktig be- 
rtihrt", hat also im allgemeinen drei Losungen. 

Will man umgekehrt in einem Punkte % einen zwei- 
punktig bertihrenden Kegelschnitt konstruieren, der noch in 
einem andern Punkte ^ vierpunktig bertihren soil, so nehme 
man zu % den Tangentialpunkt D, lege aus D eine Tan- 
gente an die 6^^^^, welche in $Pi bertihrt (deren es nur noch 
drei giebt), und ziehe aus dem Bertihrungspunkt ^jSj eine 
Tangente an die C^^\ welche in ?P bertihrt (deren es vier 
giebt), dann ist ?P der gesuchte Punkt. 

Die Aufgabe: „in einem gegebenen Punkte X der C^^> 
einen zweipunktig bertihrenden Kegelschnitt zu legen, welcher 
noch in einem andern Punkte die Kurve vierpunktig bertihrt", 
hat also im allgemeinen zwolf Losungen. 

Will man durch zwei Punkte SI und S5 einer C^^^ einen 
Kegelschnitt legen, welcher auBerdem die Kurve in einem 
dritten Punkte ^ vierpunktig bertihren soil, so ziehe man 
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; 2183 ; und ermittele ihren dritten Schnittpunkt D, lege aus 
D eine Tangente an die C^^\ welche in ^^ bertihre (deren 
es vier giebt), und aus ^^ eine neue Tangente an die C^^\ 
welche in ?P berilhrt (deren es ebenfalls vier giebt), dann 
ist ein solcfaer Punkt ^ der gesuchte; diese Aufgabe hat 
also im allgemeinen sechszehn Losungen. 

4. In einem Punkte ?l der C^^^ kann man doppelt un- 
endlich viele dreipunktig bertihrende Eegelschnitte legen, 
welche auBerdem im allgemeinen noch in drei ubrigen 
Punkten ^, D, SR die C^^^ schneiden. Verlangt man, daB 
auch die drei ubrigen Punkte $P, D, 91 in einen einzigen 95 
zusammenriicken soUen, also ein Kegelschnitt die C^^^ in 
zwei yerschiedenen Punkten 81 und 83 dreipunktig beruhren 
soil, so sind die Punkte % und 83 einer Bedingnng unter- 
worfen, die so gefunden werden kann. Denkt man sieh drei 
benachbarte Gerade | aSB83 |, | 2l'aB'83' !, | a"2B"a5" |, deren 
neun Schnittpunkte mit der C^^^ eine Gruppe von neun as- 
sociierten Punkten bilden, und laBt man sodann die drei 
Geraden zusammenfallen, sodaB a«3l'«?l" und a3=a3'=83" 

w 

die beiden Beriihrungspunkte eines zweimal dreipunktig be- 
riihrenden Kegelschnitts werden, dann mussen die drei Punkte 
SB, 933', SS" auf einer Geraden liegen, also der dritte Schnitt- 
punkt von I 3183 j mit der C^^^ muB ein Wendepunkt 933 der 
C^*) sein, und auch umgekehrt, also: 

Zieht man durch einen Wendepunkt 933 der C^^> 
eine beliebige Gerade, welche in den beiden Punkten 
51 und S3 der C^^> begegnet, so giebt es allemal einen 
Kegelschnitt, welcher gleichzeitig sowohl in SI wie 
in S3 die Kurve dreipunktig berUhrt. 

Ist 81 gegeben, so findet man also, da es neun Wende- 
punkte giebt, neun Eegelschnitte, welche auBer in 21 noch 
in einem zweiten Punkte 83 die Kurve dreipunktig beruhren. 
(Von diesen sind drei reell und sechs imaginar.) 

Nimmt man drei Wendepunkte S33i, 3332, ^s? welche auf 
einer Geraden (Wendepunktslinie) liegen, und projiciert die- 
selben von einem Punkte $P der 0^^^ aus in die drei Punkte 
21, 83, e, sodaB 
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^paB^a, 5paB,S, ^SBs® 
auf jc eincr Geraden liegen, so giebt es drei Kegelschnitte, 
von denen der eine in ^ und S!l, der andere in ?P und 93, 
der dritte in 5p und (£ die Kurve zweimal dreipunktig be- 
ruhrt. Die drei Punkte 31, S3, S stehen dann in einer eigen- 
tilmliclien Verbindung mit einander; da namlich die neiin 
Durchschnittspunkte der drei Geraden 

i gJaS.Sl I, I spa33,S8 I, I «PSB,(5 I 

eine Gruppe von neun associierten Punkten bilden, und die 
drei Punkte SBj, SS2, SSs ^^^ einer Geraden liegen, so mussen 
die sechs ubrigen auf einem Kegelschnitt liegen; es giebt 
also einen Kegelschnitt, welcher in SP die C<^> dreipunktig 
bertOirt und auBerdem durch die drei Punkte 21, 85, © geht. 
Aus den beiden in je sechs Punkten schneidenden Kegel- 

schnitten [9^9f^9^^%<^] und [$p5{5^Sig3e] 

folgt, daB der Gegenpunkt fiir das Kegelschnittbiischel mit 

den vier Grundpunkten 5p, 5p, $P, S[, sowobl der Tangential- 

punkt Sl^ zu 21, als auch der dritte Schnittpunkt von |83S| 

mit der C^^^ sein muB, also liegen 

85, ©, 2ti 
und ebenso 

e, 21, 95, 

21, 93, S, 

auf einer Geraden, wenn 2li, 95,, ©, die Tangentialpunkte fiir 
21, 95, e bedeuten. 

Die drei Punkte 21, 95, ® haben also eine solche 
Lage, daB die Verbindungslinie zweier in dem Tan- 
gentialpunkt des dritten der Kurve begegnet. 

Haben die drei Punkte 21, 95, S .eine solche eigentiim- 
liche Lage, so haben die drei neuen Punkte 2li, 95,, ®i, ihre 
Tangentialpunkte, eine gleiche Lage, denn aus den beiden 
Geraden ' 9321K 

©2195) 



folgt, weil I 956 I in 2li schneidet und die Tangente ] 2121 
auch in 2lx, daB der Tangentialpunkt 2^2 des Punktes 2(i 
auf der Geraden | 95i6i | liegen muBj es liegen also 
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und ebenso rr or en 

^17 ^^u *2; 

auf je einer Geraden; es sind also auch fiir die drei Punkte 
^i;S3i,ei die Schnittpunkte von den Verbindungslinien je 
zweier die Tangentialpunkte des dritten. Wir konnen somit 
aus einer solchen Gruppe von drei Punkten SI, 95, 6 immer 
eine neue von gleieher Beschafifenheit ableiten u. s. f. Auch 
umgekehrt zeigt sich, daB wenn drei Punkte 5tt, 93, ® der C^^^ 
die angegebene Eigenschaft besitzen, sie die Projektionen 
dreier in gerader Linie liegenden Wendepunkte von einem 
beliebigen Kurvenpunkte aus sein mUssen. 

Durch einen willkurlieh auf der (7<^> zu wahlenden 
Punkt 31 sind die beiden iibrigen der Gruppe S193@ schon 
bestimmt, aber mehrdeutig. Verbinden wir namlieh St mit 
dem Wendepunkt 9EBi, nennen den dritten Schnittpunkt 
^1 und nehmen die Wendepunktslinie | SSSjSBaSSSg |, so be- 
stimmen l^iSB^I ^^^ l^i^Bgl die beiden iibrigen Punkte 
95, 6 der Gruppe. 

Wir konnen aber auch 91 mit SBg verbinden und er- 
halten dann den Projektionspunkt 5^2? ^^ ^^^ ^^^ ^i® ^®r 
G'Craden haben 

I %^,% I, 952B,^i I, 1 ^m,% I, 1 3128, 5P, I, 
SO folgt aus den beiden Geraden 

2t2B,^a 
die dritte Gerade 



2B,2B, I, 

und da SB^ ein Wendepunkt ist, also ISBiSBiSBj auf der- 
selben Geraden liegen, daB | ^^^ I durch SES^ gehen muB; 
wir haben also die neue Gerade 

J ©28,^3 I; 
femer folgt aus den beiden Geraden 

*i2B,95 I 



SB SB 

die Gerade ' ^ ^ 
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I 93283^, I; 

Ziehen wir endlich die Verbindungslinie ISlSBgj, welche in 
5^8 der Kurve begegnen mag, also 

I «2B3?3 ! 
so folgen in gleicher Weise die beiden neuen Geraden 

esBg^sl und isaaSi^Psl- 



Wir haben also folgende eigentiimliche Konfiguration 
yon neun Geraden 



IS12B,^.|, l^3S,%l |?l2B3?si, 
SaS^^J, I aSSB,?,!, 19528,^31, 
S2B3^J, less, «p,|, 1628,^31, 

worans hervorgeht, da6 dieselben Punkte SI, 95, 6 von 
drei verschiedenen Punkten ^i,5P2?^8 ^^^ ^^® ^^® 
Projektionen der drei in gerader Linie liegenden 
Wendepunkte auf die Kurve erscheinen, und zwar in 
cyklischer Reihenfolge; auch bilden die Projektions- 
centra ?Pi, ^JJg, ^3 eine neue Gruppe von gleicher Be- 
schaffenheit, weil sie als die Projektionen derselben 
Wendepunkte von Sff, oder von 93, oder von 6 aus 
erscheinen. 

Aus den drei Geraden 



^^sf, I, 

geht zugleich hervor, weil SQSiSBgSSBg auf einer Geraden 
liegen, da6 die sechs Punkte der beiden voneinander ab- 
hangigen Gruppen ?(, 93, S und 5Pi, 5^2? ^8 ^^ einem Kegel- 
schnitt liegen milssen.* 

Die sechs Punkte 31, 93, ©, ?Pi, %, ^^ liegen der- 
artig auf dem Kegelschnitt, da6 die drei Sechsecke 



* Diese S&tze stammen nach einer Mitteilung von Herrn Durege, 
„Die ebenen Eurven dritter Ordnung*^, S. 288, Yon Herrn Eiipper her. 
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eine und dieselbe Pascalsche Linie habeii; welche 
dieselben drei Durchsclinittspunkte der Gegenseiten 
entbalt. 

5. Wir gingen von einer beliebigen Wendepunktslinie 
I SEBiSBgSSsI dreier in einer Geraden liegenden Wendepunkte 
aus und fanden durch Projektion derselben von einem be- 
liebigen Kurvenpunkte ^ aus die Gruppe 21S3S, wobei sich 
zeigte, da6 dieselbe Gruppe auftrat nicht bio 6 von dem 
einzigen Punkte ?P aus, sondem von drei verschiedenen 

Punkten ?Pi,?P2^?3 aus. 

Dieselbe Gruppe %93(S^ tritt aber auch auf fur neue 
Projektionscentra, wenn wir zwei andere Wendepunktslinien 
an Stelle der ersten setzen. 

Aus dem Zusammenbunge zwischen den Wendepunkten 
SB* (i, fc= 1, 2, 3) ergeben sich namlich (§ 28) fur die 
Wendepunktslinie 

und den Projektionspunkt ^\ 

i^}2B}?l|, |^J2B^a3|, iriSSJSi, 

drei Gerade mit je drei Punkten. Verbinden wir nun 8 
mit einem der iibrigen sechs Wendepunkte, z. B. SSf , und 
nennen den dritten Schnittpunkt $^7 so haben wir die Gerade 

Aus den beiden Geraden 
folgt 



Da nun SB* SB ^ as* auf einer Geraden und auch SB J SB » SB | 
auf einer Geraden liegen, so mUssen 

qjjsB»a3 

auf einer Geraden liegen. Ebenso folgt aus den Geraden 
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2BJSB»2B3„ 



3 

'8? 



2 

daB 

auf einer Geraden liegen miissen. Mithin geht die Gruppe 
SI 95® aus den drei in einer Geraden liegenden Wendepunkten 
fS&l, 833^, SB* hervor durch Projektion ron $Pf aus. 

Zu den beiden Wendepunktslinien | 958 J 933 J SB J | und 

I 933 J 933 2 933 3 | gehort als dritte Seite eines Wendepunkts- 

dreiseits diejenige Gerade, auf welcher die drei ubrigen 

Wendepunkte liegen 

SBJ, mi, 2B; 

und wir erkennen in gleicher Weise, wie vorhin, da6 die- 
selbe Gruppe S193@ auch hervorgeht durch Projektion dieser 
drei Wendepunkte von einem Punkte SPf aus, indem je drei 
Punkte auf der Geraden liegen ^ 

l^jaBjai, |5p»2B»S8|, |^»2B1®|; 

wir haben also den Satz: 

Dieselbe Gruppe von Punkten SI, 93, 6 lafit sich 
aus drei verschiedenen Wendepunktslinien, welche 
die Seiten eines Wendepunktsdreiseits bilden, als 
die Projektion der drei in einer dieser Geraden lie- 
genden Wendepunkte von einem Kurvenpunkte aus 
ableiten. 

Die drei Projektionscentra ?P} , ?P? , ?P? bilden selbst wieder 
eine Gruppe von gleicher Beschaffenheit, wie S193(S, weil 
sie als die Projektionen der drei in gerader Linie liegenden 
Wendepunkte 933 J, 933 j, 933 J von 8[ aus erscheinen 

Nun haben wir aber fur jede dieser Wendepunktslinien 
nicht nur ein sondem drei Projektionscentra gefunden (4.), 
sodafi wir im ganzen neun Projektionscentra haben, die wir 
entsprechend bezeichnen konnen 



mm^i, ???i?L v,r,^ 



Diese sind nichts anderes, als die Projektionen der neun 
Wendepunkte von SI aus auf die C^^\ oder auch von 8 aus. 
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oder von ® aus, aber in cyklischer Polge, sodaQ wir die 
Geraden haben 



ajB{^} , 


asBj^^l, 


'asBj^j, 


»2Bj^; , 


:«ffiJ5pj!, 


»2B1?J!, 


esBj^l , 


esBi^j , 


;e2B^?J ; 


'Ami^l , 


^m^l , 


aa«l?l , 


»2B|$* , 


^mm\, 


®aB??l , 


(^mm . 


®aB??i , 


®28i*^ ; 


asj^j , 


nmi^l , 


aa^S?? , 


fflaB»¥? , 


^mtr, , 


a28j?» , 


©aas^? , 


628??? , 


62B«?» . 



Die neun Projektionscentra $* (i, fc =« 1, 2, 3), fftr deren 
jedes die Gruppe von Punkten ?l, J8; 6 als die Projektionen 
von drei in gerader Linie liegenden Wendepunkten ersclieint, 
bilden selbst wieder unter sich Gruppen zu je dreien von 
gleicher Beschaffenheit, und zwar gehort jeder dieser Punkte 
vier solchen Gruppen an, z. B. 

?1?J?J, ?{????, ?}?i?S,?t???J; 

die iibrigen Gruppen sind, wie sich unmittelbar aus der 
Lage der Wendepunkte (§ 28) ergiebt, der analog sie zu 
bilden sind, folgende 

V^V.V,, ^WM, V,VM, ??5P??J, 



???5?L ?i???^ ?J?J?L ??*J? 



6. Das gewonnene Resultat sagt aus, daB wenn wir die 
neun Wendepunkte 833^. von einem Punkte SI der Kurve aus 
auf dieselbe projicieren, die dadurch erhaltenen neun Punkte 
^. sich auf zwolf Arten zu je dreien einer Gruppe ver- 
einigen, welche dieselbe Eigenschaft besitzt, wie die ur- 
spriingliche Gruppe SIS3@, daB immer vier solche Gruppen 
einen Punkt gemein haben und daB dieselben Punkte ^. 
hervorgehen, wenn wir von 95 oder E aus die Wendepunkte 
auf die Kurve projicieren. 

Wir konnen jetzt auch umgekehrt, anstatt von S aus- 
zugehen, von^j ausgehen und linden dann nicht nur die 



§ 32. Eegelschnitte , welche die C^^^ mebrpunktig beriihren. 287 



eine Gruppe SISS^, sondern dazu noch zwei andere^ also im 
ganzen nenn Punkte, die sich wiederum wie die ^ zu je 
dreien in zwolf Gruppen ordnen, von denen immer vier einen 
Punkt gemein haben; fiihren wir zur deutlicheren tJber- 
sicht eine etwas veranderte Bezeichnung ein, indem wir 

statt a . . . aj, statt 85 ... a^, statt 6 . . . SIJ 

setzen und die iibrigen sechs Punkte als dritte Schnittpunkte 
der* Verbindungslinien erhalten 

SO laBt sich erkennen, dnrch welche von den Wendepunkten 
die 81 Verbindungslinien der Punkte 

%l und ?P* (m, w « 1, 2, 3; i, i - 1, 2, 3) 

hindurchgehen miissen aus folgender Tabelle 



2 
'8 I? 





*} 


?i 


*J 


** 


*^ r. 


*? 


r^ 


?S 


«1 


aa{ 


2BJ 


2B' 


sj 


m m 


28? 


28« 


28« 


^l 


m 

1 


aaj 


SlBl 


au* 


2BJ 28? 


28» 


2B» 


28? 


«J 


SB« 


SB} 


SB^ 


au^s 


sBf as^ 


m 


28? 


28* 


%l 


SJ 


2B| 


as* 


SB J 


;2B^ 2B» 


28 i 


28i 


28i 


«? 


sw^ 


2B| 


mi 


a«,* 
"sbT 

* 


a8» 28? 


28^ 

a8j 

28? 


28i 


28} 


a? 


aB? 


SIBJ 


28? 2B» 


28} 


28^ 


«» 


2BJ 


3«* 


jaSJ 28^ 


28* 


28^ 


nl 


»}» 


aiij 


mt 


a«^ 


28^128} 


2B« 


28S 


833? 


aj 


2B» 


2BJ 


asj 


SBJ 


281 2BJ 


m 


28? 


28^ 



Um den Wendepunkt zu ermittehi, durch welchen die 
Yerbindungslinie von S^. mit Sl^ hindurchgeht^ suchen wir 
den in der Vertikalreihe 98* und in der Horizontalreihe H" 
stehenden Buchstaben auf. In jeder Vertikalreihe und in 
jeder Horizontalreihe stehen samtliche Wendepunkte, nur in 
anderer Anordnung; die 81 Verbindungslinien |^*?121 
schneiden sich also zu je neun in den neun Wendepunkten. 
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Nimmt man yon den samtlichen in einer beliebigen 
Yertikalreihe stehenden Wendepunkten drei solche heraus, 
welche in einer Geraden (Wendidpunktslinie) liegen und pro- 
jiciert sie von dem fiber der Yertikalreihe stehenden Ponkte 
$ aus^ so erhalt man die drei vor den entsprechenden 
Horizontalreihen stehenden Punkte %, welche eine Gruppe 
bilden yon der Beschaffenheit, wie die besprochene Gruppe 
8 93(5. Durch einen der neun Punkte ?l* sind die ubrigen 
acht yoUstandig und eindeutig bestimmt. 

7. Die drei Punkte ?l, 95, E einer Gruppe, welche als 
die Projektionen dreier in gerader Linie liegenden Wende- 
punkte yon einem Euryenpunkte aus erscheinen, und welche 
gleichzeitig, wie wir gesehen haben (4.), die Eigenschaft 
besitzen, daB der Tangentialpunkt zu % auf | 93@ |, der Tan- 
gen tialpunkt zu 93 auf I (£9 I und der Tangentialpunkt zu 
(S auf I 993 I liegt, besitzen noch eine weitere Eigenschaft. 
Schneidet namlich irgend ein in 9 dreipunktig beriihrender 
Kegelschnitt die (7^*^ auBerdem in den drei Punkten ^, D, 
!R, so wird das Eegelschnittbiischel [8l^D9l] zum Gegen- 
punkt den Tangentialpunkt 9^ zu % haben, weil die sechs Punkte 
[9, $, O, 91, SI, 91] auf einem Kegelschnitt liegen. Da aber 
9ii auch auf I 93(S I liegt, so miissen SI, 93, % % 0, 9% auf einem 
Kegelschnitt liegen; das Kegelschnittbiischel [93$D9i] wird 
also zum Gegenpunkt den dritten Schnittpunkt yon { S[@^ | mit 
der Kurye haben, d. h. den Punkt 95i, welcher Tangential- 
punkt zu 93 ist. Hieraus folgt, daB auch die sechs Punkte 
93, $, O, 91, 93, 93 auf einem Kegelschnitt liegen miissen, 
oder was dasselbe sagt, daB es einen zweiten Kegelschnitt 
durch ^, O, 9i giebt, welcher in 93 dreipunktig berilhrt, und 
einen dritten, welcher in (£ dreipunktig beriihrt, also: 

Bilden die Punkte SI, 93, @ eine solche Gruppe 
yon Punkten auf der C^^\ welche als die Projektionen 
dreier in gerader Linie liegenden Wendepunkte yon 
einem Kuryenpunkte aus erscheinen, und legt man 
durchS( einen dreipunktig beriihrenden Kegelschnitt, 
welcher auBerdem in $, O, 91 der C^^^ begegnet, dann 
giebt es durch $, O, 91 noch einen zweiten Kegel- 



§ 32. Eegelschnitte, welche die C^'J mehrpunktlg beruhren. 289 

schnitt^ welcher in 93; uud einen dritten^ welcher in 
6 die Kurve dreipunktig bertihrt. 

Wir konnen jetzt die Frage urakehren und dorch drei 
gegebene Punkte $; O, 91 eitien solcben Eegelschnitt zu legen 
versuchen, welcber auBerdem die C^^^ noch in einem andem 
Punkte dreipunktig berflhrt. Hatten wir einen solchen 
Punkt % gefonden; welcher die EigenscHaft besaBe, daB ein 
durch ?P, D, 91 gelegter Eegelsclinitt in S die Kurve drei- 
punktig berHbrte, so konnten wir aus % noch andere Punkte 
yon gleicher Beschaffenheit ermitteln; denn ware 93 ein ge- 
suchter zweiter Punkt von derselben Beschaffenheit ^ so mtLBte 
wegen des Eegelschnitts [$£191 9 SI SI] zu dem Eegelschnitt- 
biischel mit den Grundpunkten [$091S(] der Gegenpunkt 
9(j der Tangentialpunkt zu VL sein^ und ebenso zu dem Eegel- 
schnittbfischel mit den vier Grundpunkten [$D9183] der 
Gegenpunkt 93i der Tangentialpunkt zu 93 sein. Legt man 
aber den beiden Buscheln angehorigen Eegelschnitt durch 
die fiinf Punkte ?P, D, 9i, ?l, 93, welcher noch in einem 
sechsten Punkte S der Kurve begegnet, so miiBte | 93S | 
durch Sli imd | SIS | durch 93^ gehen. Hieraus folgt aber, 
wenn (S^ der Tangentialpunkt zu @ ist, daB auch S^ auf 
I SI 93 I liegen muB; denn aus den vier Geraden 

i936SlJ, ISISISIJ, ISIS93J, |939393J 

folgt; wenn wir die beiden zusammenstellen 

I ?( SliSl 
|S5,93 93 



d. h. wenn S^ der Tangentialpunkt zu (S ist, so muB S^ auf 
I SI 93 I liegen. Die drei Punkte SI, 93, 6 besitzen also die 
Eigenschaft, daB der Tangentialpunkt eines jeden von ihnen 
auf der Yerbindungslinie der beiden iibrigen liegt; sie bil- 
den daher eine solche Gruppe, welche als Projektioneh 
dreier in gerader Linie liegenden Wendepunkte von einem 
Eurvenpunkte aus erscheinen. Da nun SI die Eigenschaft 
besitzt; daB ein durch $, €l, fR gehender Eegelschnitt die 

SohrOter, Theorie der ebeoen Eurren 3. Ordu. 19 
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Eurve in SI dreipunktig berUhrt, so mtisseii nach dem 
Yorigen Satze auch 93 und S die gleiche Eigenschaft be- 
sitzen. 

Die vorgelegte Frage lauft jetzt also darauf hinaus, wie 
yiele solcher Paare von Punkten 85 und 6 es giebt, die mit 
SI zusammen eine Gruppe S[93@ von der angegebenen Eigen- 
schaft bilden. Diese Frage beantwortet aber die Tabelle 
in 6., denn sie zeigt^ daB es mit dem gemeinsamen Pnnkt 
SI J vier solche Gruppen giebt 

mithin im Ganzen neun solcher Punkte^ wir schlieBen also: 

Durch drei willkiirlich zu wahlende Punkte 5^, 
D, 91 einer C^^^ giebt es im allgemeinen neun Kegel- 
schnitte, welche die C^^^ auCerdem noch in je einem 
Punkte dreipunktig bertihren. Die neun Beriihrungs- 
punkte dieser Kegelschnitte erscheinen als die Pro- 
jektionen der neun Wendepunkte der C^^^ von einem 
gewissen Kurvenpunkte ^^. aus^ und es giebt neun 
solcher Kurvenpunkte, welche dieselben neun Be- 
riihrungspunkte liefern. Durch einen dieser Bertih- 
rungspunkte sind die librigen acht vollstandig be- 
stimmt. 

(Da von den neun Wendepunkten drei reell und sechs 
imaginar sind, so sind auch von den neun Eegelschnitten 
drei reell und sechs imaginar.) 

Da vdr oben gesehen haben, dass die drei gegebenen 
Punkte ^, D, 9fi allemal mit den drei Punkten 81, 95, 6 einer 
Gruppe auf einem Kegelschnitte liegen, und da sich die 
neun Bertihrungspunkte %. in zwolf solcher Gruppen, ent- 
sprechend den zwolf Wendepunktslinien ordnen lassen (ebenso 
wie oben 5. die neun Punkte $P^.), so folgt: 

Die neun Bertihrungspunkte der vorigen neun 
Kegelschnitte liegen zu je dreien mit den gegebenen 
Punkten 5p, O, 911 auf zwolf Kegelschnitten, und 
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diese gruppieren sicli auf vier verschiedene Arten 
zu je drei Kegelschnitten, welche zusammen alle 
neun Berdhrungspunkte enthalten. 

Dies entspricht den vier Wendepunktsdreiseiten, deren 
jedes alle neun Wendepunkte enthalt; auch zeigt sich, weil 
von den zwolf Wendepunktslinien vier reell und acht ima- 
ginar sind, daS von den letzten zwolf Kegelschnitten vier 
reell und acht iinaginar sein werden. 

1st 21 der Bertthrungspunkt eines durch 5pD9i gehenden 
und in 21 dreipunktig beriihrenden Kegelschnitts, so miissen 
offenbar die drei Geraden \%^\, \ 91D |, | 2l9t | die C<8) in 
drei neuen Punkten treffen, welche auf einer Geraden liegen, 
weil die sechs Punkte 5p, O, fft, 81, 91, 21 auf einem Kegel- 
schnitt sich befinden. Die vorliegende Aufgabe laBt sich 
also auch so fassen: 

„Drei auf der C^^^ gegebene Punkte ^, O, 9i von 
einem gesuchten Punkte der Kurve aus so auf die- 
selbe zu projicieren, daB die drei erhaltenen Punkte 
auf einer Geraden liegen." 

Diese Aufgabe hat also die neun Losungen 21 ^ welche 
wir vorhin ermittelt haben. 

8. Wenn wir von den neun Losungen 21/ des Problems 
drei solche herausnehmen, welche eine Gruppe 21996 bilden, 
d. h. als die drei Projektionen dreier in gerader Linie lie- 
genden Wendepunkte von einem Kurvenpunkte aus erschei- 
nen, so liegen, wie wir gesehen haben, die sechs Punkte 
^, O, SI, 21, 93, S auf einem Kegelschnitt. Da das Kegel- 
schnittbiischel [21 95 6 5^] zum Gegenpunkt den dritten Schnitt- 
punkt von | D9i | mit der C^^^ hat, welcher ^^ genannt 
werde, so muB auch, wenn wir durch ^^ eine beliebige 
andere Gerade l^iDiSRil ziehen, ein Kegelschnitt des Bii- 
schels durch Oj und 91, gehen; also die sechs Punkte 

31, 93, 6,^, D„ 9lx 

miissen auf einem Kegelschnitt liegen. 

Hieraus folgt wieder, da6 das Kegelschnittbiischel 
[5pCli9fli2l] zum Gegenpunkt den dritten Schnittpunkt von 
I 93S I mit der Kurve haben muB. Dieser dritte Schnitt- 
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pnnkt ist aber %i, der Tangentialpunkt zu ^, weil %93@ 
eine Gruppe von der oben angegebenen Art bilden^ also 
mu6 es auch einen Kegelschmtt des letzten Biischels geben, 
welcher in SI dreipimktig beriihrt, und daher^ wie oben 
naehgewiesen ist^ auch einen, der in 93, und einen dritten, 
der in (S dreipunktig beriihrt. 

Dies heiBt aber nichts anderes als: Wenn wir an- 
statt von den drei Punkten ^, 0,91, wie es anfanglich 
geschah, auszugehen, yon den drei Punkten % D^, 91^ 
ausgegangen waren, wodurch ein neues Problem gleicher 
Art gestellt ware, so waren wir zu denselben neun 
Losungen %. gekommen, denn es giebt zu jeden drei an- 
genommenen Punkten $, D, 91 nur ein solches System von 
Losungen und durch eine derselben SI sind die ubrigen acHt 
voUstandig und eindeutig bestimmt (6.). Hieraus folgt, daB 
es unendlich viele Tripel von Punkten $P, D, 9i giebt, 
fUr die das vorgelegte Problem zu demselben System 
von neun Losungen fiihrt. Um aus einem solchen 
$D9t ein neues zu erhalten, brauchen wir uns nur zwei 
dieser Punkte D und 91 zu verbinden und durch den dritten 
Schnittpunkt ^^ von | Cl9l : eine beliebige Gerade zu ziehen, 
welche in D^ und 9ii der C^^^ begegnet; dann sind ^^J, Q,, 
9li ein neues derartiges Tripel. Dies kann auf drei Arten 
ausgefuhrt werden; aus diesen kann man wieder neue Tripel 
ableiten u. s. f. 

Man sieht hieraus, da6 um ein neues Tripel zu er- 
halten, welchem die gleiche Eigenschaft zukommt, wie 
dem urspriinglichen 5(5, O, 91, man zwei Punkte, etwa ^^ 
imd Di, willkurlich auf der C^^^ annehmen und dann den 
dritten zugehorigen Punkt 9t2 wie folgt kohstruieren kann: 
Die Gerade ] D9i | schneide in ^^ zum dritten Mai; man 
ziehe jOi^il, welche Gerade in 9ii schneide; dann ist 
^Cli9ii ein neues Tripel; man ziehe | ?P9li|, welche Gerade 
in Dg treffe, und j 02^2!? ^^^ ^^ ^2 ^refife, dann ist 

ein neues Tripel, von welchem die beiden Punkte Q^ und ^^ 
willkiirlich auf der C^^> gewahlt sind. 
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9. Nachdem wir Kegelschnitte aufgesucht haben^ welche 
die C<^^ sechspunktig, ftofpunktig , vierpunktig oder drei- 
punktig beriihren, bleibt nnr noch tibrig, solche Kegelschnitte 
zu betrachten^ welche die Knrre zweipnnktig beriihren, und 
dadurch kehren wir zu dem Ausgangspunkte zuriick, von 
dem aus wir die Untersuchung der C('> begonnen haben. 

Nehmen wir zwei beliebige Punkte 5p und D der C^^^ 
und Ziehen die beiden Tangenten der Kurve in diesen Punkten, 
so giebt es ein ganzes Buschel von Kegelschnitten^ welche 
die Kurve in ?P und 'D zweipunktig bertihren. In diesem 
besonderen Kegelschnittbiischel [?P$p£l£l] mit vier Grund- 
punkten^ die paarweise zusammenf alien ^ kommt insbesondere 
auch der Kegelschnitt vor, welcher aus der doppelt zu zah- 
lenden Geraden | $D | besteht; schneidet dieselbe also die 
C^^^ zum dritten Mai in Stj, so wird die Tangente in yt^ die 
Verbindungslinie der beiden tibrigen Schnittpunkte dieses 
Kegelschnitts mit der C^^^ sein. Die Tangente in 9lj moge 
in 3; zum dritten Mai schneiden, dann ist % der Gegen- 
punkt des Biischels [5p$pClD], indem alle Kegelschnitte dieses 
Biischels aus der C^^^ Punktepaare ausschneiden, deren Ver- 
bindungslinien durch % gehen. Da % der Tangentialpunkt 
fiir 9li ist, so gehen von % im allgemeinen noch drei weitere 
Tangenten an die C^^\ also giebt es unter alien Kegel- 
schnitten, welche eine C^^^ in zwei verschiedenen 
Punkten 5p und Q (zweipunktig) beriihren, im all- 
gemeinen drei, welche dieselbe noch in einem dritten 
Punkte (zweipunktig) beruhren. 

Sei eine der drei noch tibrigen Tangenten aus % an die 
Kurve | XSi | mit dem Bertihrungspunkt SR, sodaB 91 und 9tj 
denselben Tangentialpimkt haben, dann haben wir die sechs 
Punkte eines Kegelschnitts 

5P, ^, D, O, «, 3i. 

Da nun | ?P0 | in Sftj schneidet, so werden, wenn die Gerade 
I ^PSft I in Di und die Gerade | DSR i in ^^ schneidet, die 
drei Geraden 

|5pD3i,|, |^3i£l,|, iDSR^J 
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neun associierte Punkte aus der C^^^ ausschneiden^ und da 
die sechs Punkte ^, ^^ D; D; 91, 9t auf einem Eegelschnitt 
liegen^ so mtissen die drei tlbrigen $i, D^^ 91^ auf einer 6e- 
raden sich befinden; also wenn ein Eegelschnitt die 
C^®> in drei verschiedenen Punkten (zweipunktig) 
berfihrt^ so hat das von denselben gebildete Drei- 
eck drei Seiten, welche auBerdem der Eurve in drei 
Punkten begegnen, die auf einer Geraden liegen. 

^^if ODx; 9l9li sind also die drei Paar Gegenecken 
eines vollstandigen Vierseits, welches ganz der C^^^ ein- 
beschrieben ist. 

Aus den beiden Geraden 



folgt aber^ daB der Tangentialpunkt Yon O mit dem Tan- 
gentialpunkt von £l| identisch ist, und aus den beiden 
Geraden ^ ^^^^ 

|OSR,«P 



folgt in gleicher Weise, daB der Tangentialpunkt von ^ 
mit dem Tangentialpunkt von ^^ identisch ist. Die drei 
Punktepaare 5(5 und ^^^ O und D^, SR und SRj sind also 
konjugierte Punkte der C^^^ in dem alten Sinne (§ 2), in dem 
zwei konjugierte Punkte allemal denselben Tangentialpunkt 
haben. 

Aus einem Paar konjugierter Punkte ?P, ^^ konnen wir 
aber unendlich viele weitere Paare ableiten; verbinden wir 
namlich einen beliebigen Eurvenpunkt X rait ^ und ^^ durch 
Strahlen, welche der C^^^ zum dritten Mai in © und ©j 
begegnen, so folgt aus den Geradenpaaren 

(wo % den gemeinschaftlichen Tangentialpunkt fur ^ und 5p, 
bezeichnet), daB der dritte Schnittpunkt von | ©?Pi ( mit dem 
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dritten Sdmittpunkt von | ©i^P | koinzidieren mu6; nennen 
wir ibn X^, so sind wiederum XXj, ^^i, ®©i die drei 
Paar Gegenecken eines der C^^^ einbeschriebenen voUstandigen 
Vierseits, folglich mtlssen, da ^^i ein Paar konjugierter 
Punkte sind, auch ©©^ ein solches Paar sein, sowie XXj. 
ffieraus ergiebt sich ein gaoizes System von Paaren 
konjugierter Punkte auf der C^^K Wir erbalten aber im 
allgemeinen drei solcher Systeme, wenn wir statt einer alle 
drei Tangenten beriicksichtigen, die sich, wie oben fiir eine 
geschehen ist, aus dem Gegenpunkt des BtLschels [^^DD] 
an die Eurve legen lassen. Damit sind wir aber zu unserem 
Ausgangspunkte zurtlckgelangt. 



Verbessernngen. 

Seite 9 Zeile 8 v. u.: Das Wort ^noch'' ist zu streichen. 

15 ,, 7 ,, u.: Statt ffStablenpaar'^ lies „Stralilenpaar<'. 

20 „ 4 „ u.: Statt »XXi" lies |Ji. 

28 ,, 1 n 0-: ^^" Wort ^schnitte^ ist zu streichen. 

as „ 1 „ 0.: Statt %i lies %'. 

45 „ 10 „ a.: Statt z lies }. 

48 ,, 16 „ 0. : Statt %i lies %, 

50 „ 15 „ u.: Statt Bl*^ lies BI*\ 

62 „ 12 „ u.: Die Silbe i,un-^ ist zu streichen. 

„ 100 ,, 8 ,, u.: Statt ^ lies IB. 

„ 128 ,, 5 „ u.: Statt nposititiv^ lies ^positiv^. 

„ 124 ,, 10 ,, 0.: Statt a^ lies a. 

„ 142 „ 10 ,, u.: Hinter ^reellen^ erg&nze ^unendlich entfemten''. 

„ 167 „ 5 „ 0.: Statt lies — + —. 

„ 167 y, 18 ,, u.: Statt ^entpricht^ lies y^entspricht^. 

,, 188 ,, 7 „ 0.: ErgSnze 2. 

„ 225 „ 1 „ u.: Statt C(8) lies H(»). 

„ 246 ,, 16 „ 0.: Statt y,eine'' lies „einer*^. 

„ 271 „ 1 „ 0.: Statt ¥m-i lies $m-2. 
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Eine Wanderung durch die Theorie der Kegelschnitte in doppelter 
Bertihrung an der Hand anschauliclier Methoden. [Mit Piguren 
im Text.] [IV n. 109 S.] gr. 8. geh. n. J!! 3 . 20. 

Holzmiiller, Dr. G., Direktor der Gewerbeschule zu Hagen, Ein- 
ftihrung in das stereometrische Zeichnen. Mit Berilck- 
sichtigung der Krystallographie und Kartographie. [VIII ii. 
102 S. mit 16 lithographierten Tafeln.] gr. 8. kart. n. JL 4.40. 

Jannsohke, Hans^ k. k. Professor an der Staats-Oben-ealschule 
in Troppau, das Princip der Erhaltung der Energie in 
der elementaren Elektricitatslehre. [VIII u. 186 S.] 
gr. 8. geh. n. c/^ 4. — 

Kohlrausoh, Dr. P., ordentl. Professor an der TJniversitat Wtlrz- 

burg, Leitfaden der praktischen Physik mit einem An- 

hange: Das absolute Mafs- System. Mit in den Text ge- 

druckten Figuren. Sechste vermehrte Auflage. [XXIII u. 

364 S.] gr. 8. geh. n. JL 5.60, geb. JL 6.10. 

In leichtem Leinwandband [nach Art von Baedekers 
Reisebiichern] elegant gebundene Exemplare n. JL 6.10. 

Krause, Martin, Professor der Mathematik an der Universitat 
zu Rostock, die Transformation der hyperelliptischen 
Functionen erster Ordnung. Nebst Anwendungen. [VII 
u. 276 S.] gr. 8. geh. n. Ji 10.— 

Legendre, Adrien-Marie, Zahlentheorie. Nach der dritten Auf- 
lage ins Deutsche tlbertragen von H. Maser. Zwei Bande. [I. Bd. 
XVIII u. 442, II. Bd. XII u. 453 S.] gr. 8. geh. n. JK 23 . 20. 

Neumann, Dr. Franz, Professor der Physik und Mineralogie, 
Vorlesungen tiber die Theorie des Potentials und der 
Kugel functionen. Herausgegeben von Dr. Carl Neumann, 
Professor der Mathematik an der Universitat Leipzig. Mit 
Figuren im Text. A. u. d. Titel: Vorlesungen tiber mathe- 
matische Physik, gehalten an der Universitat Konigsberg, 
herausgegeben von seinen Schtilern. In zwanglosen Heften. 
Sechstes Heft. [XVI u. 364 S.] gr. 8. geh. n. JL 12.— 

Planck, Max, Professor an der Universitat zu Kiel, das Princip 
der Erhaltung der Energie. Von der philosophischen 
Facultat Gottingen preisgekrSnt. [XIII u. 247 S.] gr. 8. geh. 
n. JL 6 . — 

Bansenberger, Dr. Otto, die Elementargeometrie des 
Punktes, der Geraden und der Ebene, systenmtisch und 
kritisch behandelt. [VI u. 236 S.] gr. 8. geh. n. JL b . — 

Lehrbuch der analytischen Mechanik. Erster 

Band. Mechanik der materiellen Punkte. Mit Figuren im 
Text. [VIII u. 318 S.] gr. 8. geh. n. Jf 8.— 

Salomon, George, analytische Geometric der Kegelschnitte 
mit besonderer Beriicksichtigung der neueren Methoden. Frei 
bearbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler. Fttnfte umgearbeitete 
Auflage. Erster Teil. [XVI u. 432 S.] gr. 8. geh. n. Jf 8 . 80. 



Sohoenflies, Dr. Arthur, Privatdocent der Mathematik an der 
Universitat Gottingen,. Geometrie der Bewegung in syn- 
thetischer Darstellung. Mit Figuren im Text. [VI u. 
185 S.] gr. 8. geh. n. JL 4. — 

Steiner's, Jacob, Vorlesungen liber synthetischeGeometrie. 
Erster Theil. Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer 
Darstellung. Auf Grand von UniversitatsvortrSgen nnd mit 
Benutzung hinterlassener Mannscripte Jacob Steiner's bearbeitet 
von Dr. C. F. Geiser, Professor am Schweizerischen Polytech- 
nikum. Dritte Anflage. Mit 141 Holzschnitten im Text. 
[VIII n. 208 S.] gr. 8. geh. n. .^ 6.— 

Stolz, Dr. Otto, ord. Professor an der Universitat zu Innsbruck, 
Vorlesungen tlber allgemeine Arithmetik. Nach den 
neue^ren Ansichten bearbeitet. Erster Theil: Allgemeines 
und Arithmetik der reellen Zahlen. [VI u. 344 S.] 
gr. 8. geh. n. JIL 8 . — 

Zweiter Theil: Arithmetik der complexen 

Zahlen mit geometrischen Anwendungen. [VIII u. 
326 S.] gr. 8. geh. n, A %.— 

"Wertheim, Gustav, Elemente der Zahlentheorie. [IX u. 
382 S.] gr. 8. geh. n. A 8.40. 

Weyrauch, Prof. Dr. Jacob J., Theorie der statisch bestimm- 
ten TrSger ftir Brticken und DScher. Nach VortrSgen an 
der technischen Hochschule zu Stuttgart. Mit 340 Figuren 
auf 20 lithographirten Tafeln. [XIV u. 366 S.] gr. 8. geh. 
n. JL 14. — 

Beispiele und Aufgaben zur Berechnung der 

statisch bestimmten TrSger fur Brticken und Dacher. 
Mit 222 Figuren auf lithographirten Tafeln. [XX u. 532 S.] 
gr. 8. geh. n. c/^ 16. — 

Wiener, Dr. Christian, geh. Hofrat und Professor an der Gross- 
herzbgl. technischen Hochschule zu Karlsruhe, Lehrbuch der 
darstellenden Geometrie. In zwei Banden. Zweiter Band: 
Krumme Linien (zweiter Teil) und krumme Flachen. Be- 
leuchtungslehre. Perspektive. Mit Figuren im Text. [XXX u. 
649 S.] gr. 8. geh. n. J!! 18.— 

Wullner, Dr. Adolph, Professor der Physik an der Konigl. 
technischen Hochschule zu Aachen, Lehrbuch der Experi- 
mentalphysik. Vierter Band: Die Lehre vom Magnetis- 
mus iind von der Electricitat. Mit einer Einleitung 
„Grundzuge der Lehre vom Potential". Vierte vielfach 
umgearbeitete und verbesserte Auflage. (Mit vielen in den 
Text gedruckten Holzschnitten.) [XII u. 1231 S.] gr. 8. 
geh. n. JL 16.80. — Preis des ganzen Werkes JL 48.80. 
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